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1. For vilka virden pa det reella talet a ar matrisen

1 a -1
a 0 1
1 -1 1

INTE inverterbar.

(5p)

2. Lat u=(1,2,3) vara en vektor i rummet. Vi infér nu en ny bas (f1, fa, f3) i rummet

dér
fl = (1’071)7
f2 - (071’2)7
fs=1(-2,2,1).

Visa att den nya basen verkligen adr en bas och bestdm u:s koordinater i den nya

basen.

3. Lat w och v vara tva vektorer i rummet.

(a) Hur definieras u + v?

(

b)
(¢) Hur definieras skaldrprodukten w - v?
(d)

4. Bestdm minsta avstindet mellan punkten (1,3,3) och
linjen (z,y,2) = (1 +1¢,2—t,—1+ 3t). (ON-bas)

Hur definieras tu, dar t ar ett reellt tal?

Hur definieras vektorprodukten u x v?

5. Bestdm matrisen for speglingen i planet
3r+y+4z=0.

Bestam ocksa spegelbilden av vektorn (1,0, —1). (ON-bas)

(5p)

(5p)



(a) Bestdm egenvirden och en ON-bas av egenvektorer till matrisen

A= (_11 _11) (3p)

(b) Bestam A", dar n ar ett positivt heltal. (2p)

Bestam nollrummet och varderummet till den avbildning som i nagon ON-bas har
matrisen

—2 4 14
2 -2 -10]. (5p)
-1 2 7

Lat u, v och w vara vektorer i rummet. Visa att volymen av den parallellepiped som
spanns upp av u, v och w ges av absolutbeloppet av Volymfunktionen

V(u,v,w) = (u X v) - w. (5p)

LycKa till!
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1. Vi l6ser detta genom att berdkna determinanten. Vi far

1 a -1
a 0 1|=1+2a—d°
1 -1 1

Matrisen &r INTE inverterbar om och endast om 1—2a—a? = 0, d.v.s. dda = 1+v2.

2. Vi bildar transformationsmatrisen

1 0 -2
T=10 1 2
1 2 1
Om (fi1, fo, f3) dr en bas ska det(T") # 0. Vi far det(7T) = —1 sa vi har verkligen en
ny bas.
For att bestimma koordinaterna for u i den nya basen méaste vi bestimma 7!, Vi
far
3 4 =2
T7'=|-2 -3 2
1 2 -1
Eftersom
3 4 =2 1 5
-2 -3 2 21 =1|-2
1 2 -1 3 2

s dr u = (5,—2,2) i den nya basen.

3. (a) Placera representanter far u och v enligt féljande figur:

u—+v
v

Vektorn som representeras av den riktade stickan fran wu:s startpunkt till v:s
slutpunkt ar u + v.



(b) Om t > 0 sa &r tu en vektor som har samma riktning som « men &r ¢ ganger sa
lang. Om ¢ < 0 ar tu den vektor som ar motsatt riktad u och ¢ ganger sa lang
som u. Om t = 0 sa &r tu nollvektorn.

(c¢) Skaldrprodukten u - v definieras enligt
u-v = |ulv]cos(),
dér |u| betecknas ldngen av u och « &r vinkeln mellan u och wv.
(d) Vektorn u x v &r den vektor som definieras av f6ljande krav
(i)Vektorn u x v &r ortogonal mot bade u och v.
(ii)Langden av u X v &r arean av den parallellogram som u och v spéanner upp.
(iii) Trippeln (u,v,u x v) &r positivt orienterad.

Vi kallar linjen for [. Lat @) vara den punkt pa linjen [ som ligger nédrmast punkten
P =(1,3,3).

Det finns ett ¢y sa att
Q — (1 —|—t0, 2 - to, —1 + 3t0>

Vi far L
PQ = (to, —1 — to, —4 + 3t,).
Eftersom PQ &r ortogonal mot linjen far vi
PQ-(1,-1,3) =0.
Detta ger
to— (=1 —to) + 3(—4+3tg) = =11+ 11ty = 0
alltsa #r to = 1. Vi far PQ = (1,—2,—1) och det minsta avstandet blir dirmed

|PQ| = V.

Lat u = (x1,x9,x3) vara en vektor i rummet. Lat S(u) vara spegligen av u i planet
och lat P(u) vara den vinkelréta projektionen av u pa planet. Da finns ett reellt tal
t sa att

S(u) = u+ 2t(3,1,4),
Plu) = u+t(3,1,4).



Eftersom P(u) = (z1 + 3t, x5 +t, x5 + 4t) &r ortsvektor for en punkt i planet (planet
innehaller origo) uppfyller den planets ekvation. Vi har

3(xy + 3t) + (29 + 1) + 4(zs + 4t) = 0,

vilket ger

1
t= —2—6(31'1 + 29 + 4.1'3)

Detta ger

1
S(u) = (21,29, 23) — 1—3(3931 + xo + 415)(3,1,4).

Sétter vi S(u) = (y1,ye,y3) far vi

3 1
Y =T — E(le + x9 + dxo) = 1—3(43:1 — 3xe — 12x3),

1 1
Yo = T2 — E(le + o + 41‘2) = 1—3(—31’1 + 121’2 - 4I3),

4 1
Y3 = X3 — E(S.rl + x9 + dxo) = 1—3(—123:1 — 4xy — 3x3).

Matrisen for speglingen blir

1 4 -3 -12
3 -3 12 -4
-12 -4 =3

Koordinaterna for (spegel)bilden av u = (1,0, —1) ges av

1 4 -3 —12 1 1 16
-12 -4 -3 —1 -9

Vi far alltsa

S(u) = %(16, 1,-9).

(a) Eftersom matrisen dr symmetrisk foljer fran spektralsatsen att det finns en
ON-bas av egenviarden. Vi borjar med att bestdmma egenviarden. Vi gor detta
genom att losa sekularekvationen det(A — AE) = 0. Vi far

’1—/\ -1

— )2 _ —
;) 1_)\‘_>\ 2\ = 0.

Egenvéirdena blir alltsa A = 0 och A = 2.
Egenvektorerna till A = 0 16ser systemet Az =0 d.v.s.

33'1-1’2:0,

—x1+ 29 =0.

Losningarna kan skrivas (z1,z9) = t(1,1). En egenvektor av lingd 1 ar t.ex.
fl = %(17 1)



Egenvektorerna till A = 2 l6ser systemet Az = 2x, d.v.s.

—x1 — 29 =0,

—Il—ZEQ:O.

Losningarna kan skrivas (x1,z5) = t(—1,1). En egenvektor av lingden 1 &r
f? = %(_17 1)

Paret (f1, f2) dr ddrmed en ON-bas av egenvektorer.

(b) Sétt
507 069

Vihar D = T7'AT, d.v.s. A= TDT~!. Detta ger att
A" =TD"T 1,

dir T—! = T eftersom T dr ortogonal. Vi far

n _ on—1 1 —1
oo (4 )

Vi kallar matrisen for A. Nollrummet ges av 16sningen till det homogena systemet

2 4 14\ [x 0
2 —2 —10) || =(0],
-1 2 7 T3 0

vilka kan beskrivas enligt
(xla T, $3) - t(37 _27 1)

dér t ar ett godtyckligt reellt tal. Detta &r en linje genom origo.

Dimensionssatsen ger att dimensionen av virderummet maste vara 2. Eftersom
varderummet spanns upp av kolonnerna i matrisen A récker det att hitta tva
icke-parallella kolonner i A for att spanna upp virderummet (ett plan). Vi tar
u=(—2,2,1) och v = (2,—1,1). Eftersom vi har en ON-bas vet vi da att

uxv=(1,0-2)

dr en normal till virderummet. Eftersom (0,0,0) ligger i virderummet blirvéirde-
rummets ekvation
x—22=0.

Se boken, eller foreldsningsanteckningarna.



