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For att erhalla maximal poéng pa en uppgift kravs en fullstandig 16sning presenterad
pa ett sadant sitt att rdkningar och resonemang ar liatta att folja.
Hjilpmedel: medfoljande formelsamling (ej minirdknare)

p—

Sétt
1 -2 1 2 41
A= 0 2 0 och B=|1 220
1 2 -1 1 2 2

a) Visa att A &r inverterbar och bestdm dess invers. Visa ocksa att B inte &r
inverterbar.

b) Berikna A - (A~ + B).

. Vektorn u har koordinaterna (—4, 1) i basen (e, e5). Bestdm koordinaterna for w i

basen (f1, f2), dar fi = 2e; + e5 och fo = —e1 + 5.

. Lat TI vara det plan som gar genom punkterna (—3,3,—1), (3,0,2) och (2,3, 3).

a) Bestdm en ekvation pa normalform for II.

b) Bestam eventuella skdrningspunkter mellan IT och linjen som ges av ekvationen
(x,y,2) = (=3+2t,7—3t,—13+7t), t € R.

. Punkterna Py, P5, P; har koordinaterna (1,2, —2), (2,3,0) och (3,1, 1) respektive, i

ett ortonormerat koordinatsystem.

a) Bestdm arean av triangeln med hérn i P, P; och Pj.

b) For vilka virden pa a har tetraedern med horn i punkterna Pj, P, Ps och
(a,4,—3) volymen 57

. Bestdm matrisen for speglingen i planet x1+2xs—x3 = 0. Ange speciellt spegelbilden

av u = (1,2, —1). (Koordinatsystemet &r ortonormerat.)

. Bestdm avstandet fran punkten (1,3,4) till den linje som gar genom punkterna

(3,1,1) och (1,1, 2). (Koordinatsystemet &r ortonormerat.)

VAND!

(3p)

(2p)

(3p)

(2p)

(5p)

(5p)



7. Bestdm konstanten a sa att (2,1) blir en egenvektor till den linjéra avbildning F,

som ges av matrisen
1 4
4 a )

Bestdm ocksa, for detta a, en ortonormerad bas av egenvektorer till . (Koordinat-
systemet ar ortonormerat.) (5p)

8. Lat A vara arean av den parallellogram i planet som spénns upp av vektorerna u
och v. Visa att (5p)

w00,

u-v v-v

LYCKA TILL!



Kortfattat 16sningsforslag till tentamen i MAA 702, 29/10 2005

1. Sétt

1 -2 1 2 41
A= 0 2 0 och B=|1220
1 2 -1 1 2 2

a) Visa att A &r inverterbar och bestdm dess invers. Visa ocksa att B inte &r

inverterbar.

b) Berikna A- (A~ + B).

Losning
a) For att finna inversen till A 16ser vi f6ljande ekvationssystem:

Ty (1 Ty — 22 + w3 = W
A X9 = Y2 = 229 = Y2 =4
T3 Y3 T+ 222 — x3 = Y3
T — 2x2 + x3 = Y1 T = 3 + 3Us
<~ 21y = Y2 < Ty = %Z/Q
211 = y1+Ys 3 = s+ Yo — U3
Det foljer att A ar inverterbar och att
1 10 1
ATl = (o1 o0
1 2 -1
Eftersom
det B=8+2—-2-8=0,
foljer det att B inte ar inverterbar.
b) Vi har att
1 00 1 -2 1 2 41
A-A'+B)=E+AB=(010|+[0 2 0 120 |=
0 01 1 2 -1 1 2 2
100 12 3 2 2 3
=1 010 ]|+ 24 0|=12250
0 01 3 6 —1 3 6 0

2. Vektorn u har koordinaterna (—4,1) i basen (eq, e3). Bestdm koordinaterna for u i
basen (f1, f2), dar f1 = 2e1 + e5 och fo = —e; + 5.
Losning
Vi har att
(f1 f2) = (e1e) - T,

dar
2 -1
T—<1 1>'

En réttfram rakning ger att
1 11
—1 _
(D).



Koordinaterna for u i basen (f1, f2) ges av kolonnmatrisen

o 4\ 1 11 -4\ (-1
Xp=T < 1 ) T3\ -1 2 1)\ 2 )
SVAR: Koordinaterna for w i basen (f1, f2) ar (—1,2).

. Lat II vara det plan som gar genom punkterna (—3,3,—1), (3,0,2) och (2,3, 3).

a) Bestdm en ekvation pa normalform for II.
b) Bestdm eventuella skdrningspunkter mellan IT och linjen som ges av ekvationen
(x,y,2) = (—=3+2t,7—3t,—13+T7t),t € R.

Losning
a) Satt Py = (—3,3,—1), P = (3,0,2) och P, = (2,3,3). Da ar

— —
PP =3(2,—-1,1), PByP,=(5,0,4).

Planet II &r alltsa parallellt med vektorerna v = (2,—1,1) och v = (5,0,4). Det
foljer att punkten P = (x,y, ) ligger i planet II om och endast om vektorn fToﬁ =
(a: +3,y—3,z+ 1) ligger i samma plan som u och v, vilket ar fallet om och endast
om

T+ 3 2 5
y—3 —1 0|=0.
z+1 1 4
Eftersom
zr+3 25
y—3 =1 0|=—-4x+3)+5(y—3)+5(z+1)—8(y—3) =4z —3y+52+2,
z4+1 1 4

sa fas att planets ekvation &r —4z — 3y + 52 + 2 = 0.

SVAR: Planets ekvation ar 4x + 3y — 52z — 2 = 0.

b) For att bestamma eventuella skirningspunkter sitter vi in parametriseringen av
koordinaterna for punkterna pa linjen i planets ekvation pa normalform. Vi far att

A(=3+42t)+3(7T—31)—5(-13+T7t) —2=0 & -36t+72=0 <& t=2

Det finns alltsa en skdrningspunkt; P = (-=3+2-2,7—3-2,-13+7-2) = (1,1,1).
SVAR: Skdrningspunkten &r (1,1,1).

. Punkterna Py, P5, P; har koordinaterna (1,2, —2), (2,3,0) och (3,1, 1) respektive, i
ett ortonormerat koordinatsystem.

a) Bestdm arean av triangeln med hérn i P, P; och Pj.

b) For vilka virden pa a har tetraedern med hérn i punkterna Py, P,, Py och
(a,4,—3) volymen 57

Losning
Vi bildar vektorerna uw = Py P, = (1,1,2) och v = Py P3 = (2, —1, 3). Triangelns area

ges av

1 1
§|UXU|:§|(5,1,—3)|: V35

1
2



SVAR: Triangelns area ar %\/ 35.
b) Lat w vara vektorn som svarar mot den riktade strickan fran P; till punkten
(a,4,-3). Da dr w = (a — 1,2, —1). Tetraederns volym ges av

1 1 1 5
B‘V(u,v,w)‘ = 6|(u X V) -w} = 6‘(5,1,—3) - (a— 1a27_1)‘ = 6|a|-

Vi far att tetraederns volym é&r lika med 5 om och endast om 2|a| = 5, d.v.s. a = %6.
SVAR: a = +6.

. Bestdm matrisen for speglingen i planet x1+2xs—x3 = 0. Ange speciellt spegelbilden
av u = (1,2, —1). (Koordinatsystemet &r ortonormerat.)
Losning
Lat S beteckna speglingen i planet x; + 2x5 — 23 = 0. En normal till planet ges av
n = (1,2,—1). Vi har att

(%) S(u) =u— 2tn,
dér talet ¢ ar sddant att w — tn &r parallell med planet (rita figur!). Antag att
u = (x1, T2, x3) och S(u) = (y1,y2,ys3). Da géller att u —tn = (v —t, 20 — 2, 23 +1)
ar parallell med planet om och endast om

1
Det foljer nu av detta och (x) att

1
(Y1, Y2,y3) = S(u) = u — 2tn = (w1, 72, 73) — §($1 + 2wy — w3)(1,2,—-1) =

1
= §(2x1 — 2xg + x3, =211 — Ty + 223,71 + 239 + 23).

Alltsa géller att

Yy = (21’1 — 21’2 + ZE3)/3
Y = (—2.1'1 — To + 21’3)/3
ys = (x1 4+ 22 + 223)/3
Avbildningen S ges alltsa av matrisen
1 2 =21
A= 3 -2 =1 2
1 2 2

Spegelbilden till v = (1,2, —1) &r (forstas) —u = (—1, —2, 1) eftersom u &r en normal
till planet man speglar i. Detta resultat kan ocksa fas genom att multiplicera A med
kolonnmatrisen som bestar av koordinaterna for w.

. Bestdm avstandet fran punkten (1,3,4) till den linje som gar genom punkterna
(3,1,1) och (1, 1,2). (Koordinatsystemet &r ortonormerat.)

Losning

Vektorn v = (1,1,2) — (3,1,1) = (—2,0,1) &r en riktningsvektor for linjen. Punk-
terna pa linjen ges av P, = (3 —2t,1,1+1¢), t € R. Sétt Q = (1,3,4). Vi soker nu
det vérde pa t, for vilket vektorn QF, = (2 —2t, —2, —3+1) ar ortogonal mot v (rita
figur!). Eftersom

QP -v=(2—2t,—2,—3+1)(—2,0,1) = -7 + 5t,



sa fas att Cﬁ ar ortogonal mot v om och endast om —7 + 5t = 0, d.v.s. t = 7/5.
Avstandet fran @ till linjen ges av

QP =2~ 2-7/5,~2, -3+ 7/5) = £|(~2,~5,~4)| = 2VE = -

S

o . 6
SVAR Avstandet ar 7

. Bestdm konstanten a s& att (2,1) blir en egenvektor till den linjira avbildning F,

som ges av matrisen
1 4
4 a )

Bestéam ocksa, for detta a, en ortonormerad bas av egenvektorer till F'. (Koordinat-
systemet r ortonormerat.)

Losning

Vektorn u = (2, 1) &r en egenvektor till ' om och endast om F'(u) = Au, for nagot
reellt tal A. Koordinaterna for F'(u) ges av

(i) ()= (ate) =)

Det foljer att u &r en egenvektor till F' om och endast om (a + 8)/3 = 1, d.v.s.
a = —5 (och motsvarande egenvérde &r 3). Eftersom F' &r en symmetrisk avbildning,
sa finns det en ON-bas av egenvektorer (spektralsatsen). Alltsd maste en vektor
som &r ortogonal mot u, sidg v = (—1,2), ocksd vara en egenvektor till F'. Efter
normering av u och v far vi saledes en ON-bas av egenvektorer till F: e; = \%(2, 1),

€ = %(_172)
SVAR: a = —5 och ey = \%(2, 1), eo = \/Lg(—l, 2) ar en ON-bas av egenvektorer.

. Lat A vara arean av den parallellogram i planet som spanns upp av vektorerna u
och v. Visa att
A2 et [(Ww o urv
u-v v-v )
Losning

Antag att u och v har koordinaterna (z1,xs) respektive (yi,y2) i nagon ON-bas. I
sa fall ar A lika med beloppet av determinanten av matrisen

T — r1 %
T2 Y2 '
Tt — [ P12 S U U R
Y1 Y2 T2 Y2

_ a3 + o3 Tiy1+Tays \ _ [ uru u-v
Ty + oy YR+ YR u-v v-ov )’

Det foljer av detta och multiplikationssatsen fér determinanter att

Observera att

det ( weuue ) — det (TT) = det (T")det (T) = (det T)? = A2

u-v v-v

vilket skulle visas.



