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Skrivningen bestar av atta uppgifter, dar varje uppgift kan ge maximalt fem poéng. For
ett godként betyg kravs cirka 20 poang. For att fa maximal podng pa en uppgift kravs
en fullsténdig 16sning presenterad pa ett sadant sitt, att rdkningar och resonemang ar
latta att folja.
Tillatna hjalpmedel: Skrivdon, ritdon och de tva bifogade formelbladen. Minirédknare
ar inte tillatet!

Om det inte uttryckligen séges nagot annat nedan, kan samtliga koordinater antas vara
angivna i ett ortonormerat system.

1. Los ekvationssystemet AX =Y, dar

1 -2 -1 1 7
A= 3 1 11, X=|x och Y = 2
-2 4 0 x3 -8

2. Vilka av nedanstaende matriser ar diagonaliserbara?

1 2 31 31 0 0
@ |, 3] ™ |5 3 @3y @l
3. Bestdm en ekvation, dels pa parameterform, dels pa normalform, fér det plan som

innehaller de tre punkterna (1,2,0), (3,1,1) och (1,—1,—4). Ligger dven punkten
(0,—1,2) i detta plan?

4. Bestdm talet a sa att de tre vektorerna (1,0,a), (a,2,—1) och (3,2,1) blir linjért
beroende.

5. Bestam matrisen for den linjara avbildning P som projicerar varje vektor i rummet
ortogonalt mot planet
3v—2y+2=0.

6. DBestdm en matris T sadan att T'AT blir en diagonalmatris, om

1
A= |0 —
1

o = O

1
0
1



Bestéam det kortaste avstandet mellan punkten (1,1, 1) och planet 2z+y—22+48 = 0.

Tva vektorer u och v av samma langd spanner upp en romb, d.v.s. en parallellogram
dér alla fyra sidorna &r lika langa. Lat w; och wsy vara de vektorer som definieras
av diagonalerna i denna romb, enligt figuren nedan.

Visa, genom att beridkna skaldarprodukten w; - wq, att diagonalerna i romben skér
varandra i rat vinkel.

LycKa till!
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Uppgift 1. Los ekvationssystemet AX =Y, dar

1 -2 -1 T 7
A=| 3 1 1|, X=l|aa| och Y= 2
-2 4 0 T3 -8

Lésning. Med hjélp av successiv elimination far vi

1’1—2%2—.%32 7j $1—2.’E2— I3 = 7
31+ T2+ wT3= 273 = Txo + 4wz = —19
—2x1 + 4zo = -8 — — 223 = 6.
Fran den tredje ekvationen far vi 3 = —3. Darmed fas 7xo — 12 = —19, d.v.s.
T9 = —1, frdn den andra ekvationen, vilket i sin tur leder till att 1 = 2 i den
forsta ekvationen. Saledes ar
Tr = 2
Tog = -1
I3 — *3,
eller om man s vill
2
X=|-1],
-3
16sningen pa ekvationssystemet. O

Uppgift 2. Vilka av nedanstdende matriser dr diagonaliserbara?

1 2 3 1 3 1 0 0
@ |y 1 ® |5 3] @33 @l
Losning. (a) En konsekvens av spektralsatsen dr att alla symmetriska matriser
ar diagonaliserbara. Eftersom matrisen i denna deluppgift &r symmetrisk, ar den
saledes diagonaliserbar.
(b) Hir kan vi inte ta hjilp av spektralsatsen, eftersom matrisen ifraga inte

ar symmetrisk. For att avgéra om matrisen ar diagonaliserbar, maste vi till att
bérja med bestdmma dess egenvéirden. Detta gors med sekularekvationen

3—A 1
‘ 9 2_)\‘:0<:>(3—)\)(2—)\)—2:0
= A2 —-5\A4+4=0

< A=1 eller \=4.



Vi far som synes tva olika egenvirden A\ = 1 och Ay = 4. Om vy och vy &r
egenvektorer som svarar mot A; respektive Ao, sd kan dessa tva vektorer inte
vara parallella. Det finns séledes en bas bestdende av egenvektorer till matrisen
i fraga, vilket betyder att matrisen dr diagonaliserbar.

(c) Inte heller hir kan spektralsatsen hjélpa oss, i och med att matrisen i
uppgiften inte dr symmetrisk. Precis som ovan méste vi alltsi 16sa sekularekva-
tionen. I det hér fallet far vi
3—A 1

-1 1-X

‘:0 = B-N1-XA)+1=0

= N —4\+4=0
—= (A\-2)2=0,

d.v.s. A = 2 ar det enda egenvirdet. Motsvarande egenvektorer fas genom att
16sa ekvationssystemet AX = 2X, dér A dr matrisen ifraga. Vi far

3£E1+{,C2:2£C1 {E1+(E2:O
{—x1+m2:2w2 {—xl—mgzo.

Med zo = t blir z; = —t, sa detta ekvationssystem har de odndligt manga
losningarna (z1,22) = t(—1,1), t € R. Varje egenvektor dr alltsd parallell med
(—1,1), vilket innebér att det inte gar att bilda en bas som bestar av egenvek-
torer till matrisen. Darmed ar matrisen inte diagonaliserbar.

(d) T och med att matrisen hér dr en diagonalmatris, dr den givetvis diago-
naliserbar. O

Uppgift 3. Bestdam en ekvation, dels pa parameterform, dels pa normalform,
for det plan som innehaller de tre punkterna (1,2,0), (3,1,1) och (1,—-1,—4).
Ligger &ven punkten (0, —1,2) i detta plan?

Lésning. For att kunna ta fram ekvationen pa parameterform for ett plan, sa
behéver vi kiinna till koordinaterna fér (minst) en punkt som ligger i planet;
vi kan t.ex. vélja (1,2,0). Vi behover ocksa koordinaterna for tva vektorer som
bada ar parallella med planet men inte med varandra; for detta &ndaméal duger
w=(3,1,1) — (1,2,0) = (2,—1,1) och v = (1, -1, —4) — (1,2,0) = (0, —3, —4),

se figuren nedan.
/ (x? y7 Z)
w

v (1571774)

.20 73 e (3,1,1)

En ekvation p& parameterform for planet ges darmed av

rx=1+2s
y=2—- s—3t
z= s — 4t.



Lat (z,y, z) vara en godtycklig punkt i rummet. Denna punkt ligger i planet,
om och endast om volymen av den parallellepiped som spadnns upp av u, v och
w = (r — 1,y — 2,2) (se figuren ovan) ar lika med noll. Eftersom volymen av
denna parallellepiped ges av beloppet av determinanten

2 0 z—-1
-1 -3 y—2/=—-6z4+4(x—-1)+8(y—2)+3(x—1)="7x+8y— 62— 23,
1 —4 z

s& far vi planets ekvation pa normalform till

Tx + 8y — 6z — 23 =0.
Punkten (0, —1,2) ligger inte i detta plan eftersom dess koordinater inte upp-
fyller planets ekvation; vi har 7-0+4 8- (—1) —6-2 — 23 = —43 # 0. O
Uppgift 4. Bestdm talet a s& att de tre vektorerna (1,0,a), (a,2,—1) och
(3,2,1) blir linjirt beroende.

Losning. De tre vektorerna ar linjart beroende, om och endast om den paral-
lellepiped som de spénner upp har volymen noll. T stil med l6sningsforslaget
till foregaende uppgift, kan vi avgéra detta genom att sdtta den determinant,
vars kolonner utgérs av koordinaterna for var och en av vektorerna, till noll.
Eftersom

=2+ 242 + 2 — 6a = 2a® — 6a + 4,

L O

a
2
-1

— N W

skall alltsd a® —3a+2 =0, d.v.s. a = 1 eller a = 2. O

Uppgift 5. Bestdm matrisen for den linjara avbildning P som projicerar varje
vektor i rummet ortogonalt mot planet

3r—2y+2z=0.

Losning. Lat w = (x1,x2,x3) vara en godtycklig vektor i rummet, och sétt
P(u) = (y1,Yy2,y3). Vektorn n = (3,—2,1) &r en normalvektor till planet. Av
figuren nedan ser vi att u = P(u) + tn, {or nigot reellt tal .

)’I’L:(37—2,1)
3r —2y+2=0

u = (l‘l,l‘g,l‘g) = P(u) +itn

P(u) = (y1,Y2,93)




Vi har alltsd P(u) = u — tn, vilket ger
Yyr =21 — 3t
Y2 = T2 + 2t (1)
Yz = T3 — t.
Koordinaterna for P(u) uppfyller planets ekvation. Darmed maéste
3(£E1 - 3t) - 2(!172 + Zt) + ($3 - t) = O,
vilket betyder att

t 3r1 — 229 + 1‘3).

1
= ﬁ(
Tillsammans med (1) leder detta till att

3 1
Yy =1 — 3t =21 — —(3x1 — 219 —|—x3) = f(5$1 + 6z — 3563)

14 14
2 1
Yo = To + 2t = 29 + ﬁ(i’)xl — 2x9 + $3) = ﬂ(le + 10xo + 21‘3)
1 1
Y3 =T3 — 1t =1x3 — ﬂ(?)xl —2x9 +x3) = ﬁ(f?)xl + 2x9 + 13x3).
Med
Y1 gl
Y = Y2 och X = xTo
Ys T3
sa kan detta pa matrisform skrivas Y = AX, dér
1 5 6 -3
A= 7 6 10 2
-3 2 13
dr den sokta matrisen for P. O

Uppgift 6. Bestdm en matris T sidan att T°AT blir en diagonalmatris, om

1 0 1
A=10 -1 0
1 0 1

Lésning. For det forsta noterar vi att A dr en symmetrisk matris. Enligt spek-
tralsatsen finns det da en ON-bas bestaende av egenvektorer till A. Detta innebér
att A ar diagonaliserbar, och att basbytesmatrisen (eller transformationsmatri-
sen) T kan véljas som en ortogonal matris, d.v.s. si att T-! = T' Matrisen T
blir ortogonal "automatiskt”, om vi ser sa att dess kolonner utgoérs av parvis
ortogonala normerade egenvektorer till A.

Med hjalp av Sarrus’ regel far vi

1-X 0 1
det(A—XE)=| 0 —1-X 0
1 0 1-2X

=—(1=XN21+N)+1+N
=(1+N[1-010-)N?

= A+ 1=\ =2))]
=-AMA+1)(A-2),



sa sekularekvationen det(A — AE) = 0 har rotterna Ay = —1, Ay = 0 och A3 = 2,
vilka ocksa ar A:s egenvérden.

Vi bestdmmer nu motsvarande egenvektorer, genom att 16sa ekvationssyste-
men AX = \; X fori=1,2,3.

Egenvirdet A\; = —1 ger ekvationssystemet
€T + r3 = —I1
- T2 = —T2
Iy + x3 = —x3.

Ekvationen i mitten sdger hir att xo far vara godtyckligt. De &vriga tva ekva-
tionerna kan skrivas om till det homogena ekvationssystemet

214+ x3=0
T + 223 = 0,

som har z; = x3 = 0 som sin enda 16sning. Saledes &r varje vektor pa formen
t(0,1,0), dér ¢ # 0, en egenvektor till A som hor till egenvirdet Ay = —1. Genom
att vélja t = 1 far vi en egenvektor

u; = (07 170)

som &r av langd 1.
For egenviardet Ay = 0 erhélles ekvationssystemet

T + x3 = 0
— X2 =0
I + x3 = 0.
Enligt mittenekvationen &r zo = 0. Satter vi vidare x3 = ¢ sa blir 1 = —t,

s& varje vektor pd formen t(—1,0,1), dir ¢t # 0, 4r en egenvektor till A som
motsvarar egenvirdet Ao = 0. En egenvektor av ldngd 1 fas i form av

1
up = —(—1,0,1).
2 \/5( )

Slutligen far vi for egenviardet A3 = 2 ekvationssystemet

I +£L’3:2(E1 —X1 +£L’3:0
— X2 =219 <= — 32 =0
X + x3 = 213 X1 —x3=0.

Utifran detta ekvationssystem konstaterar vi att varje vektor pa formen ¢(1,0, 1),
dér ¢ # 0, dr en egenvektor motsvarande egenvirdet A3 = 2 till A. En egenvektor
av ldngd 1 ges alltsa av

us3 (1,0,1).

1
V2

Den sokta matrisen T fas nu som

11
0 —— —

V2 V2 N
T=1(1 0 O0|=—=1|v2 0 0f,
o L 1 V219 1

V2 V2



dér vi som synes har valt kolonnerna i T till koordinaterna fér egenvektorer-
na w;, uy respektive us.! O

Uppgift 7. Bestdm det kortaste avstandet mellan punkten (1,1, 1) och planet
2c+y—22+8=0.

Losning. Vi borjar med att dra en rét linje L genom punkten (1,1,1), ortogo-
nal mot planet 2x 4+ y — 22z + 8 = 0. Fran planets ekvation ser vi att vektorn
med koordinaterna (2,1, —2) &r en normal till planet. Denna vektor dr darmed
riktningsvektor till L. Lat @ vara den punkt, i vilken L skir planet. D& &r

Q= (1+2t,1+1¢1—2t),

for nagot ¢t € R.
L
(1,1,1) 4

2r+y—22+8=0 '

Lat u vara den vektor som kan representeras av den riktade striackan fran (1,1, 1)
till @, se figuren. Avstandet mellan (1,1, 1) och planet &r lika med denna vektors
langd. Vi har

w=(1+214t1—2t)—(1,1,1) = (2t, ¢, —2¢),

s& darmed ar

lu| = /(26)2 + 12 + (—2t)2 = V912 = 3]t].

Som synes ar vi i behov av att bestdmma ¢. Detta kan vi gora genom att utnyttja
att @ = (14 2t,1+¢,1 — 2t) ligger i planet, och att dess koordinater dirmed
uppfyller planets ekvation. Saledes maste

204+2)+(14t) —2(1-2t)+8=0 <= 9% +9=0 < t=—1,
vilket i sin tur leder till att
luf=3-[-1]=3
dr det sOkta avstandet. O
Uppgift 8. Tva vektorer w och v av samma ldngd spidnner upp en romb,

d.v.s. en parallellogram déar alla fyra sidorna ar lika langa. Lat w; och wsy vara
de vektorer som definieras av diagonalerna i denna romb, enligt figuren nedan.

IMen da det i uppgiften inte stélls nagra som helst krav pa T, annat &n att T°AT skall
vara en diagonalmatris, kan man gora det enkelt for sig genom att helt enkelt vidlja T till
nollmatrisen av typ 3 x 3.



Visa, genom att berdkna skaldrprodukten w; - wo, att diagonalerna i romben
skdr varandra i rét vinkel.

Lésning. Av figuren ser vi att w; = uw + v, medan wy = u — v. Detta ger att
wy wy=(u+v)- (u—v)=u-u—u-v+v-u—v-v=|u?-|v?*=0,

dér den sista likheten beror pa att w och v har samma ldngd; |u| = |v|. Saledes
ar vektorerna w; och ws ortogonala. Just i det hér fallet betyder detta att
rombens bada diagonaler skiar varandra i rat vinkel, vilket skulle bevisas. O



