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Skrivningen bestar av atta uppgifter, dar varje uppgift kan ge maximalt fem podng. For
ett godkéant betyg kravs cirka 20 poang. For att fa maximal podng pa en uppgift kravs
en fullstéindig 16sning presenterad pa ett sadant sitt, att rdkningar och resonemang ar
ldtta att folja.
Tillatna hjialpmedel: Skrivdon, ritdon och de tva bifogade formelblad. Minirdknare
ar inte tillatet!

Om det inte uttryckligen sdges nagot annat nedan, kan samtliga koordinater antas vara
angivna i ett ortonormerat system.

1.

2.

Bestam samtliga vektorer som ér ortogonala mot bade (1,4, —1) och (2, —1,1).

A (2)

For vilka viarden pa de reella talen a och b har ekvationssystemet

{x+2y:a

Berikna A dir

doe — by =1
(a) exakt en 16sning?
(b) oédndligt ménga l6sningar?
(c) ingen lésning alls?
Lat S beteckna den linjéra avbildning som speglar varje vektor i rummet i planet
20 —y — 22 =0.

(a) Bestdm matrisen for S.

(b) Berdkna S(u), S(uz2) och S(us), dar uy = (1,1,1), uy = (1,0, 1) respektive
us = (—2,1,2).

Bestédm en ortonormerad bas (ON-bas) av egenvektorer till matrisen

03 0
A=13 0 4
0 4 0



For vilket varde pa det reella talet @ har den tetraeder, vars hérn utgors av punkterna
(0,0,2), (0,1,0), (1,0,—1) och (3,a,1), volymen 17

Bestédm en ekvation pa normalform for det plan som innehéller punkterna (1,4, —4)
och (2,3,—5) samt &r parallellt med den réita linjen

(,y,2) = (1 +1t,—-2t,3+2t).

Lat A vara en inverterbar matris. Antag att A lika med sin egen invers, d.v.s. att
A~! = A. Bevisa att det(A) i sa fall antingen ir lika med 1 eller —1.

LycKa till!
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Uppgift 1. Bestdm samtliga vektorer som dr ortogonala mot bade (1,4, —1)
och (2,-1,1).

Losning. Satt w = (1,4,—1) och v = (2,—1,1). Vi fir Atminstone en vektor

som ar ortogonal mot bade u och v, genom att berdkna vektorprodukten u x v.
Denna é&r lika med

uxv=04-1-(-1)-(-1),(-1)-2—-1-1,1-(-1)—4-2)=(3,-3,-9).

Samtliga vektorer ortogonala mot bade u och v ges nu av samtliga vektorer som
ar parallella med (3, —3,-9), d.v.s. samtliga vektorer pa formen ¢(1,—1,—3),
dar ¢ ar ett godtyckligt reellt tal. O

Uppgift 2. Berédkna A0 Qsr
3 1
A 1]

Lésning. Vi l6ser problemet genom att diagonalisera A. Forst bestdmmer vi
egenvirdena till A genom att l6sa sekularekvationen det(A — AE) = 0. Vi far da

3-A 1| 2
’1 3A’_0<:>(3—A)—1_0

— N _-6A+8=0

<~ A=3++v32-8=3+1,

sd A har egenvirdena \; = 2 och Ay = 4. Motsvarande egenvektorer finner vi
som l6sningar till ekvationssystemen Ax = 2x respektive Ax = 4x. For \; = 2
erhaller vi alltsa ekvationssystemet

3r1 + 29 =211 1 +x0=0
{$1+3Z‘2:2l‘2 1+ 20 =0.

Vi ser att samtliga egenvektorer till A horande till egenvirdet \; = 2 ges av
alla (x1,22) = (¢,—t) = t(1,—1), dar t # 0. For ¢ = 1 far vi egenvektorn
V1 = (1, —1).

Motsvarande ekvationssystem att 16sa for egenvéirdet Ao = 4 &r

31’1+ .’E2:4(L'1 —$1+£L’2:0
{x1+3x2:4x2 { x1 — x2 = 0.



Samtliga 16sningar ges hér av (z1,z2) = (¢,t) = t(1,1), dér ¢ # 0. Dédrmed &r
vy = (1,1) en egenvektor som hor till egenvirdet Ay = 4.

Vi bildar en basbytesmatris T genom att som dess kolonner vélja koordina-
terna for v; respektive vs, d.v.s. enligt

1 1
=[]
Darmed ar
e 12 0
D=T AT = {0 4]
en diagonalmatris, och vi har A = TDT !, Detta ger att A'%° = 7D T~1,
Eftersom .
N N P |
T =3 [1 1} ’
sa far vi
00 _ |1 20 0] 111
-1 0 4199 911 1
1[4 2100 4100 _ 2100
=5 {4100 9100 4100 4 2100}
som l6sningen pa problemet. O

Uppgift 3. For vilka viarden pa de reella talen a och b har ekvationssystemet

T+ 2y=a
4 — by =1

(a) exakt en losning?

(b) oédndligt ménga lésningar?

(c) ingen 16sning alls?

Lésning. Ekvationssystemet kan pa matrisform skrivas

AX = B,

1=[y 3 x-] w o-f]

Det finns en entydig losning till detta ekvationssystem, om och endast om
det(A) # 0. Eftersom

dar

1 2

det(A) = ‘4 b

’:1-<—b>—2~4:—b—8,

s& innebdr detta att ekvationssystemet har entydig 16sning, om och endast om
b # —8. Det spelar alltsa inte nagon roll vilket virde a har i detta fall.

Vi studerar nu vad som hénder om b = —8. I detta fall far ekvationssystemet
utseendet
r+2y=a
4 + 8y = 1.



Den forsta ekvationen kan &ven skrivas 4z + 8y = 4a, sa ekvationerna kommer

ddrmed att bli ekvivalenta, om 4a = 1. I annat fall motséger ekvationerna
varandra. Detta innebér att om b = —8 och a = 1/4, s& har systemet odndligt
ménga 16sningar, medan det saknas losningar om b = —8 och a # 1/4.

Vi sammanfattar: Ekvationssystemet har

(a) exakt en 16sning, om b # —8

(b) odndligt méanga 16sningar, om a = 1/4 och b = —8

(c) inga losningar, om a # 1/4 och b = —8. O

Uppgift 4. Lat S beteckna den linjéra avbildning som speglar varje vektor i
rummet i planet
20 —y — 22 =0.

(a) Bestdm matrisen for S.

(b) Berdkna S(wu1), S(uz) och S(ug), dir g = (1,1,1), us = (1,0,1)
respektive uz = (=2, 1, 2).

Lisning. (a) Vi later u = (x1,x2,x3) vara en godtycklig vektor i rummet,
och sétter S(u) = (y1,y2,y3). Vektorn n = (2, —1,—2) &r en normalvektor till
planet. Av figuren nedan ser vi att u = S(u) + 2tn, dar ¢t ar det reella tal for
vilket vektorn S(u) + tn ar parallell med planet, se figuren nedan.
n=(2-1,-2)

20—y —22=0

u = (z1,22,23) = S(u) + 2tn

S(u)+tn=u—1tn

~
~ 1
~

Av sambandet u = S(u) + 2tn foljer S(u) = u — 2tn, s& dirmed géller

S(“’) = <y17y27y3)

Y1 = 11 — 4t
y2:I2+2t (1)
Y3 = x3 + 4t.

Men S(u) + tn = u — tn &r en vektor parallell med planet, sa dess koordina-
ter uppfyller ddrmed planets ekvation (i och med att planet innehéller origo).
Eftersom u — tn = (r1 — 2t, 2 + t, 23 + 2t) s& maste ddrmed

2(x1 — 2t) — (z2 +t) — 2($3 + 2t) =0.
Vi 16ser ut ¢ ur denna ekvation och far

1
t= §(2$1 — Ty — 21‘3).



Tillsammans med (1) leder detta till att
4 1
Y1 =x1 — 4t = x1 — §(2x1 — g — 2x3) = §(:1c1 + 4o + 8x3)
2 1
Yo = 2o + 2t = 29 + 5(21‘1 — X2 — 21‘3) = §(4$1 + Txo — 41’3)
4 1
ys =3+ 4t = x3 + 5(2.%‘1 — X2 — 2.’173) = 5(83?1 —4xy + 373),

vilket pa matrisform kan skrivas

Y1 1 1 4 8 T
Y2 | = = 4 7 —4 T2
Y3 9 8 —4 1 T3
Saledes ar
1 1 4 8
A=—- 14 7 —4
Tls —4 1

matrisen for S (i den givna basen).

(b) Att berdkna S(v) for en allmén vektor v kan goras genom att berdk-
na matrisprodukten AX, dar X &ar den kolonnmatris, vars element utgors av
koordinaterna till v. Med u; = (1,1,1) far vi alltsa

1 1 4 8| |1 1 13
8§ —4 11 |1 5

Saledes ar S(up) = (13/9,7/9,5/9). Samma teknik kan givetvis anviindas for att
berikna S(us) och S(us), men for just dessa tva vektorer kan vi slippa undan
matrismultiplicerandet, genom att utnyttja att us ar parallell med planet i fraga,
och att wgs &r parallell med normalvektorn n. Eftersom S &r en spegling i ovan
ndmnda plan, dr ddrmed S(uz2) = ug och S(ugz) = —us. O

Uppgift 5. Bestdm en ortonormerad bas (ON-bas) av egenvektorer till ma-
trisen

A=

S w o
= O W
O =~ O

Lésning. For det forsta noterar vi att A &r en symmetrisk matris. I och med
detta garanterar spektralsatsen att det finns en ON-bas av egenvektorer.
Med hjélp av Sarrus’ regel far vi

-2 3 0
det(A—XE)=1| 3 =X 4] =(=N)3—=16(=N) —9(=\) = =3 +25),
0 4 -\

sé sekularekvationen det(A— AE) = 0 har rotterna A\; = —5, Ao = 0 och A3 = 5,
vilka ocksa dr A:s egenvarden.

Vi bestdmmer nu motsvarande egenvektorer, genom att l6sa ekvationssyste-
men AX = A\ X fori=1,2,3.



Egenvirdet Ay = —5 ger ekvationssystemet

3$2 = —51‘1
3z + 4x3 = —5xo
4I2 = 75133.
Genom att satta x3 = 4t sa blir x5 = —5¢ pa grund av den tredje ekvationen,

vilket i sin tur med hjilp av den foérsta ekvationen medfor att z; = 3t. Saledes &r
alla vektorer ¢(3, —5,4), dér ¢t # 0, egenvektorer horande till egenvéirdet A; = —5.

Eftersom
(3, —5,4)] = /32 + (—5)2 4 42 = V50 = 5V/2,

sa far vi en egenvektor av langd 1 i form av

uy (37_574)’

1
5v/2

For egenvirdet Ay = 0 erhélles ekvationssystemet

356’2 =0
3T 4+ 4x3 =0
4:62 =0

och for egenviardet A3 = 5 ekvationssystemet

3.732 = 5,131
3581 + 41’3 = 5582
4.’E2 = 5.’E3.

Samtliga l6sningar till vart och ett av dessa ekvationssystem dr méngden av alla
vektorer t(—4,0, 3) respektive ¢(3,5,4), dar ¢t € R. Egenvektorer av langd 1 far
vi alltsa som

1
Uz = g(_47 07 3)7

svarande mot egenvérdet Ay = 0, och

1
ug = ——(3,5,4),

svarande mot egenvérdet A3 = 5. O

Uppgift 6. For vilket varde pa det reella talet a har den tetraeder, vars horn
utgors av punkterna (0,0, 2), (0,1,0), (1,0,—1) och (3,a,1), volymen 17

Losning. Satt A = (0,0,2), B = (0,1,0), C = (1,0,—1) och D = (3,a,1).
Volymen av tetraedern med hérnen i punkterna A, B, C och D &r lika med en
sjittedel av volymen av den parallellepiped som spénns upp av AB = (0,1, —2),
AC = (1,0,-3) och AD = (3,a,—1), se figuren nedan.



(0,1,0)

(0,0,2)
(3,a,1)
Vi har
0 1 3
1 0 a —2(a +4),
-2 -3 -1

och eftersom parallellepipedens volym &r lika med absolutbeloppet av ovansta-
ende determinant, maste alltsa

|—2(a +4)| =6
vilket innebdr att @ = —1 eller a = —7. Det finns alltsi tva mojliga virden pa a,
ett som gor att AB, AC och AD blir positivt orienterade och ett som gor att
de blir negativt orienterade. O

Uppgift 7. Bestdm en ekvation pa normalform fér det plan som innehéller
punkterna (1,4, —4) och (2,3, —5) samt ar parallellt med den réta linjen

(x,y,2) = (1 +t,—2t,3 + 2t).
Lisning. Satt P = (1,4,—4) och @ = (2,3, —5). D& ar vektorn
vy =PQ=(1,-1,-1)
parallell med planet. En annan vektor som &r parallell med planet ar
vy = (1,-2,2),

i och med att denna vektor &r riktningsvektor for den givna rita linjen.

En godtycklig punkt R = (z,y,2) ligger nu i planet, om och endast om
volymen av den parallellepiped som spéanns upp av de tre vektorerna v1, vs och
vy = RP = (v — 1,y — 4,2 + 4) ir lika med noll. Detta ger att

1 1 z-1
~1 -2 y—4[=0
~1 2 z44

Vansterledet fas (med hjilp av Sarrus’ regel) till att bli 12 —4x — 3y — z. Planets
ekvation pa normalform kan dérmed skrivas 4x + 3y + z — 12 = 0. O



Uppgift 8. Lat A vara en inverterbar matris. Antag att A lika med sin egen
invers, d.v.s. att A~' = A. Bevisa att det(A) i sa fall antingen #r lika med 1
eller —1.

Lésning. Eftersom A™' = A, sa giiller givetvis det(A™!) = det(A). Men & andra
sidan géller for varje inverterbar matris, att

1
det(A™1) = dot (AT
Detta medfor att )
det(A) = Tot(A)’
eller, om man s& vill, [det(A)]? = 1. Saledes maste det(A) = 1 eller det(A) = —1,
vilket skulle bevisas. O



