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Repetition: Vektorprodukt

Definition (Vektorprodukt)

Om wu och v ir tva icke-parallella vektorer i rummet, sa definieras
deras vektorprodukt som den vektor w som ir sadan att

w=uUuX7v

cy-w=v-w=0 (wér
ortogonal mot bade u och v)

Arean av parallellogrammen
® lingden av w &r lika med = lingden av u X v
arean av den parallellogram
som spanns upp av u och v

® gystemet (u,v,w) &r positivt
orienterat.

u

Vi skriver w = u X v. Om u och v &r parallella, sa definieras u x v
som nollvektorn 0.

3(24)



Sats
Om u = (x1,x9,x3) och v = (y1,Y2,ys3) i en positivt orienterad
ON-bas, sa giller att

u X v = (T2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)

1 samma bas.

Vi kan hér skriva varje koordinat till w X v som en determinant:

wxo= ).

Foljande uppstéllning kan underldatta berdknandet av
vektorprodukten u x v, dir u = (21,22, x3) och v = (y1, Y2, ¥3):

T2 T3 1 T2

Y2 Y3 Y1 Y2
Multiplicera korsvis och anvénd plustecken for de diagonaler som
lutar nedat at hoger och minustecken for de Gvriga.

T2 Y2
xr3 Y3

3 Ys
r1 Y1

1 Y

)
T2 Y2

)
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Volymberdkningar

Om w = (x1,22) och v = (y1,y2) dr tva icke-parallella vektorer i
planet (med koordinaterna givna i en ON-bas), sa fann vi {érra
gangen att arean av den parallellogram som spénns upp av « och v
kan bestdammas genom att berikna determinanten av 2 X 2-matrisen

1 N

T2 Y2
och ta absolutbeloppet av detta tal (sa att resultatet blir positivt).
Med andra ord ges parallellogrammens area av uttrycket

|$1y2 - y1$2|~

Vi ska nu studera motsvarande fragestéllning i tre dimensioner;
motsvarigheten till area av en parallellogram blir da volym av en
parallellepiped (en "sned lada”).
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Lat u, v och w vara tre vektorer i rummet. Antag att de inte alla tre
ligger i ett och samma plan, d.v.s. att de &r linjéart oberoende. Da
spanner de upp en parallellepiped, enligt figuren ovan. I denna figur &r
vektorerna ocksa valda sa, att systemet (u,v,w) dr positivt
orienterat, d.v.s. sett fran spetsen av w sa sker den kortaste
vridningen av u, som gor att den pekar i samma riktning som v,
moturs.
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u X v

Wy xv

Volymen av en parallellepiped ges som bekant av basytan ganger
hojden.

® Basytan till parallellepipeden dr den parallellogram som spédnns
upp av u och v. Arean av denna parallellogram &r i sin tur lika
med ldngden av u X v.

® Lat wyxo beteckna den ortogonala projektionen av w pa u X v.

Da ges parallellepipedens hojd av langden av weqy xq-
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u X v

Wy xv

Alltsa har vi att parallellepipedens volym V' kan tecknas som
V =|uxv||Wyxsl|-

Om « betecknar vinkeln mellan w,,x, och w, sa dr
|Waxv| = |w|cos a, vilket ger

V =l|uxv||w|cosa = (u xv)- w.
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Ovanstaende resonemang bygger pa att (u, v, w) dr positivt orienterat
(och att w X v och Wy, x, ddrmed pekar i samma riktning). Skulle

(u, v, w) istillet vara negativt orienterat, blir enda skillnaden ett
teckenbyte; volymen kommer i sa fall att ges av V = —(u X v) - w.

Definition (Volymfunktionen)

Om wu,v,w &r tre vektorer i rummet, sa definierar vi volymfunktionen
av u, v och w som skaldrprodukten av u X v och w, d.v.s.

V(u,v,w) = (u X v) w.

® Den geometriska tolkningen av V' (u, v, w) dr alltsa att den ger,
sanir som pa tecknet, volymen av den parallellepiped som spénns
upp av u, v och w.

® Systemet (u,v,w) dr positivt orienterat, om och endast om
V(u,v,w) > 0; det &r negativt orienterat, om och endast om
V(u,v,w) < 0.

® Om V(u,v,w) = 0 sa urartar den parallellepiped som spidnns
upp av u, v och w; den blir ”platt” och far ingen volym. Detta
sker nér precis nir u, v och w alla ligger i ett och samma plan,
d.v.s. nir dessa vektorer ar linjdrt beroende.
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Vi presenterar nagra riknelagar for volymfunktionen:

Sats

Lat u, v/, v, v, w och w' vara vektorer i rummet och s ett reellt tal.

Da gdller

(i) ® Vu+u,v,w)=V(uv,w)+ V', v,w)
°* V(u,v+v,w)=V(u,v,w)+V(u,v, w)
* Viu,v,w+w') =V(u,v,w)+V(u,v,w)

(ii) V(su,v,w) =V(u,sv,w) =V (u,v, sw) = sV(u,v,w)

(iii) V(u,v,w) =0, om tva av vektorerna w, v och w dr lika.
Eftersom V (u, v, w) = (u X v) - w, sa kan formlerna ovan bevisas
genom att utnyttja rdknelagarna for skaldr- och vektorprodukt.

Notera att om w, v, w &r linjart beroende, sa kan en av dessa
vektorer, t.ex. u, skrivas som en linjarkombination av de 6vriga:
u = av + bw. Med hjilp av formlerna i satsen ovan fas da att

V(u,v,w) =V(av + bw,v,w) = V(av,v,w) + V (bw, v, w)
=aV(v,v,w)+bV(w,v,w)=a-04+0-0=0,

precis vad vi konstaterade pa foregaende sida, fast da med ett
geometriskt resonemang.
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Antag nu att w = (21, 22, 23), v = (y1,Y2,¥3) och w = (21, 29, 23) i en
positivt orienterad ON-bas. Da &r, till att borja med,
T2 Y21 |T3 Y3| |T1 Y1

uxXv=
(173 Ys| |¥1 Y1) |X2 y2>

= (372y3 — Y2X3,T3Y1 — Y3T1,T1Y2 — 911’2)-

b )

Dérmed blir

V(u,v,w) = (uxv) w
= (z2y3 — y2w3)z1 + (T3y1 — y3x1)2z2 + (T1y2 — y122)23

= X2Y321 — Y2X321 + T3Y122 — Y3T122 + T1Y223 — Y1T223.

Hogerledet ovan ger alltsa, sandr som pa tecknet, volymen av den
parallellepiped som spidnns upp av vektorerna u = (z1, 22, x3),

v = (y1,¥2,y3) och w = (21, 22, 23). Detta ér alltsa motsvarigheten till
formeln for arean av en parallellogram i planet.

I planet kopplade vi formeln for arean av en parallellogram till
determinanten for en viss 2 x 2-matris. Vi gor en analog koppling vad
betréffar volymen av en parallellepiped i rummet, fast matrisen ifraga
blir da istéllet av typ 3 x 3.
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Determinanter

Definition (Determinant av en 3 x 3-matris)

Med determinanten av 3 x 3-matrisen

1
A= o
xs3

avses talet

rr Y1 21
det A= |zo Y2 2o
r3 Ys =3

= X1Y223 + T2y321 + T3Y122 — T1Y322 — T2Y123 — L3Y221.

Y1
Y2
Ys

21
Z2
z3

Med andra ord dr V(u,v,w) = det A, dér A dr den matris vars
kolonner i tur och ordning utgors av koordinaterna for

vektorerna u, v och w.
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Sarrus’ regel

For att berdkna determinanten

1 Y1 21
T2 Y2 22
I3 Ys Zz3

kan foljande uppstéllning anvéndas:

T Yy z 1 1 1
1) 22
x3 Y. 3 z3

Multiplicera lings med diagonalerna. Anvénd plustecken for de
diagonaler som lutar nedat at hoger och minustecken fér de 6v-
riga.
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Exempel

Beridkna determinanten av matrisen

7T =2 1
A=12 0 2
1 4 2

Losning.

Vi anvénder Sarrus’ regel:

och far att

det A=7-0-24(-2)-2-141-2.4-7.2.4-(=2)-2.2-1-0-1
—0—4+8—56+8—0=—44. O
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Exempel

Vektorerna w = (1,2,1), v = (2,0,2) och w = (—1,2,1) spénner upp
en parallellepiped i rummet. Berdkna volymen av denna
parallellepiped.

Losning.

Den sokta volymen ges (sanér som pa tecken) av volymfunktionen

1 2 -1
V(u,v,w)=12 0 2| = /Sarrus’ regel/
1 2 1

—04+4+(—4)—4-4-0=-8

Den sokta volymen ér didrmed |V (u, v, w)| = |—8| = 8. O
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Exempel
Avgor om f, =(1,2,3), fo =(1,2,1), f5 =(1,0,1) &r linjért
beroende eller oberoende.

Losning.
Tidigare har vi angripit liknande problem genom att l6sa det
homogena ekvationssystem

AX = 0,

dar A har som sina kolonner i tur och ordning koordinaterna

for f,, f, och f3: Om detta system endast har den triviala 16sningen
X = O, sadr fyq, fy, f3 linjért oberoende, i annat fall linjért beroende.
Vi kan nu "slippa undan” att 16sa detta ekvationssystem, genom att
berikna determinanten av matrisen A ovan; vi far med hjilp av
Sarrus’ regel att

1
det A= |2 =—4+#0.
3

— N =
—_ O =

Alltsa &r vektorerna linjért oberoende. (Med andra ord dr (f, fa, f3)
en bas for rummets vektorer.)
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Exempel

For vilka viarden pa konstanten a &r systemet (u,v,w) positivt
orienterat, om u = (0,1,2), v = (—1,—2,1) och w = (2,a,2)?

Losning.
Systemet (w, v, w) dr positivt orienterat, om och endast om
V(u,v,w) > 0. Vi far att

0 -1 2
V(u,v,w)=|1 -2 a|=12- 2a.
2 1 2

Alltsa dr (u, v, w) positivt orienterat, om och endast om 12 — 2a > 0,
d.v.s. a < 6. O

Anmérkning

Om a > 6 i exemplet ovan, sa blir (u, v, w) i stillet negativt
orienterat, medan vektorerna blir linjart beroende, om a = 6.
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Nagra riknelagar for determinanter

Sats
Lat A och B vara 3 x 3-matriser. Da gdller

(i) det AT = det A
(ii) det(AB) = det A - det B. (Produktlagen for determinanter)
(iii) Om A dr inverterbar sa dr

1
det A7 = :
¢ det A

Bevis av (iii).

Vi utgar fran att vi redan har bevisat (ii) ovan (produktlagen), och
att vi ddrmed far anvéinda oss av den i vart resonemang.

For enhetsmatrisen E géller det E = 1. Med hjélp av produktlagen fas

darmed
1 =detE =det(A*A) =det A~! - det A.

Alltsa dr det A~ =

1
ilket skull isas. O
Tt A’ vilket skulle bevisas
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Determinanter och linjdra ekvationssystem

For en 3 x 3-matris
a1 aiz  G13
az1 Q22 Q23
as; a3z ass

sa kallas (a11,a21,as31), (a12,a29,as2) och (a13,ass, ass) for matrisens
kolonnvektorer. I samma anda kallas (a11, a12, a13), (a21,asa, ass) och
(as1,asz, ass) for matrisens radvektorer.

Exempel

Kolonnvektorerna till matrisen

0 -1 8
-2 10 4
2 1 -2

ges av (0, -2,2),
-1

(— 1,1 ,1) och (8,4, 2), medan radvektorerna
utgors av (0,—1,8), (—2

,10,4) och (2,1, —2).
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Vi aterknyter till formeln

1
detA = ——
¢ det A

for determinanten av inversen till en matris. Med tanke pa hur denna
formel ser ut, ligger det néra till hands att fraga sig:
Vad hinder om det A = 072 Da blir det ju noll i ndmnaren i
hogerledet?

Poédngen ar att det A inte kan vara noll, om A dr inverterbar!
Sats
Lat A vara en 3 x 3-matris. Da dr foljande pastaenden ekvivalenta:

(i) Ekvationssystemet AX = B har en entydig lésning for varje
hogerled B

(ii) A dr inverterbar

)
)
(iv) Radvektorerna till A dr linjirt oberoende
(v) det A#£0.

(iii) Kolonnvektorerna till A dr linjirt oberoende
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Exempel

I ett exempel fran den allra forsta foreldsningen skulle vi bestdmma
for vilka viarden pa konstanterna a och b som ekvationssystemet

r+ay —2z=3
2c+ y—3z2=25>
-z + z=1

hade
® exakt en 16sning
® o#ndligt manga losningar
® ingen 16sning alls.

Det enda verktyget vi hade da var Gausselimination. Nackdelen med
Gausselimination &r att det kan bli litet trixiga rdkningar, eftersom
vissa av koefficienterna i ekvationerna inte ar kinda tal; det &ar latt
hént att man riknar fel. Men tack vare foregaende sats kan vi nu
forenkla rikningarnal
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Lat namligen A vara systemets koeflicientmatris. Da vet vi att
ekvationssystemet har entydig 16sning, om och endast om A ar
inverterbar, vilket i sin tur intréffar om och endast om det A # 0.
Eftersom

1 a -2
detA=| 2 1 -3|=a-1,
-1 0 1

har ekvationssystemet exakt en 16sning om a — 1 # 0, d.v.s. om a # 1.

For dessa viarden pa a, spelar det alltsa ingen roll vilket véarde b har.
For att ta reda pa vad som hénder om a = 1 sa gor vi pa samma sétt
som vi gjorde i exemplet fran den forsta forelasningen, d.v.s. vi loser
det ekvationssystem

r4+y—22=3
2r+y—32=25
-z + z=1

vi far, om vi sitter a = 1. (Vi fick da att det finns odndligt méanga
lésningar om b = 2, men inga alls om b # 2.)

22(24)



Anmérkning
Riknelagarna for determinanter och satsen som kopplar determinanter

till 16sbarheten hos ekvationssystem, formulerade vi enbart for
3 x 3-matriser. De géller dock oavkortade &ven for 2 x 2-matriser.

Om A och B &r 2 x 2-matriser, sa géller alltsa t.ex. produktlagen
det(AB) = det A - det B, och att ett ekvationssystem med A som
koefficientmatris har entydig 16sning, om och endast om det A # 0.

Exempel
For att ta reda pa nir ekvationssystemet

axr + dy= 2
2e+ (24+a)y=-1

har entydighet 16sning, berdknar vi forst determinanten av
koefficientmatrisen

a 4

= — . — 2 —
9 2+a—a(2+a) 4-2=a°+2a—8.

Vi vet att entydig 16sning foreligger for alla viirden pa a som ér
sddana att a? +2a — 8 # 0.
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Eftersom

a>+20-8=0 <= a=—-14/(-1)2+ = 14+v9=_-1+3
< a= —4eller a =2,
sa kan vi konstatera att

Ekvationssystemet har entydig losning for alla a, utom a = —4
och a = 2.

Utred pa egen hand vad som hinder om a = —4 eller a = 2.
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