SKRIVNING I VEKTORGEOMETRI
Delkurs 1, 2024

Om inget annat uttryckligen séigs, kan koordinaterna fér en vektor i antas vara
givna i en ON-bas. Baser i rummet kan dessutom antas vara positivt orienterade.

1. Bestdm samtliga vektorer som &dr ortogonala mot bade w = (2,1, 3) och
v=(-1,-1,2).

2. For vilka virden pa konstanterna a och b har ekvationssystemet

r1+ @2+ 2w3=0>
T + 3x3 =2
2x1 + 3axo + 3x3 =4

exakt en 16sning, oéndligt manga lésningar, respektive ingen 16sning alls?

3. Bestdm volymen av den tetraeder vars horn utgors av de fyra punkterna

P=(1,2,3),Q=(5,2,2), R=(7,3,1) och S = (4,3,4).

4. Bestam konstanterna a och b sa att
3 -1
-2 1
a—2>b b
a a+b)’

5. Lat (e1,e2,e3) och (fy, fo, fo) vara baser for rummets vektorer, och
antag att sambandet mellan dessa bada baser kan skrivas som

blir inversen till matrisen

f1= 2ae; + bey + ces
fo= bey — cex — aes
fa = —ce; — aeg + 2bes,

for nagra konstanter a, b och c¢. Antag att vektorn w har koordina-
terna (2,—1,3) i basen (ei, ez, e3) och koordinaterna (1,—2,2) i basen
(f1, f2, f3). Bestdm a, b och c.
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Losningsforslag
1. Om « = (a,b,c) &r en vektor som &r ortogonal mot bade u = (2,1, 3)

och v = (=1, —1,2), sa maste skaldrprodukterna - u och x - v bada vara
noll, d.v.s.

20 +b+3c=0<3 —b+T7c=0
{—(1—6—1—2020j <:){—a— b+ 2c=0.

Anséttningen ¢ =t ger b = 7Tc = 7t och a = —b + 2¢c = —Tt + 2t = —5t,
d.v.s. 16sningen till ekvationssystemet kan pa parameterform tecknas som

a = —>bt
b= Tt
c= t.

Detta innebér att varje vektor pa formen t(—5,7,1) &r ortogonal mot
bade u och v.

Alternativ 16sning: Fran definitionen av vektorprodukt vet vi att u x v
ar en vektor som &r ortogonal mot savil u som v. Déarmed maste varje
vektor som dr ortogonal mot bade w och v vara parallell med u x v. Vi
har att

uxv=(21,3)x(-1,-1,2)
= (1:2-3-(-1),3: (-1)=2:2.2- (-1) =1+ (1)
= (57 _77 _1)7
sa varje vektor pa formen s(5, —7, —1), dir s &r ett godtyckligt reellt tal,
ar ortogonal mot bade u och v. Detta 6verensstammer med resultatet vi

fick med den forsta 16sningsmetoden; notera att (—5,7,1) och (5, -7, —1)
pekar at rakt motsatta hall.

Svar: t(—5,7,1), t reellt tal

2. Vi later
1 1 2
A=11 0 3
2 3a 3

vara ekvationssystemets koefficientmatris. Ekvationssystemet kommer att
ha en entydigt bestdmd 16sning for alla véirden pa a som gor att det A # 0.

Med hjélp av Sarrus’ regel finner vi efter litet rdkningar att

det A =3 — 3a,



och alltsa ar det A = 0 om och endast om a = 1. Slutsatsen blir att en
entydig 16sning existerar nirhelst a # 1.

For att ta reda pa vad som hénder nir a = 1 sétter vi in detta virde pa a
i ekvationssystemet, vilket ger

r1+ x9+2x3=1"> To— x3=0b-—2
T +3$3:2} <~ (T + 3x3 = 2
2x1 4 3x9 + 3x3 =4 <, 3x9 — 3x3 = 0.

Den tredje ekvationen dr hér ekvivalent med zo — 3 = 0, och en jam-
forelse med den forsta ekvationen ger da att vi maste ha b = 2 for att
16sningar overhuvudtaget ska existera. Vi far for detta virde pa b det
underbestimda systemet

Tro — X3 = 0
r1 — 229 + T3 = 2,
som har odndligt manga l6sningar. Om & andra sidan b # 2 sa saknas
l6sningar till ekvationssystemet.

Svar: Entydig 16sning om a # 1; oéndligt manga lésningar om a = 1,
b = 2; inga losningar om a = 1, b # 2.

. Vinoterar forst att tetraedern spanns upp av vektorerna ]@ = (4,0,-1),
PR = (6,1,—2) och PS = (3,1,1). Den volym vi soker &r lika med en
sjattedel av volymen av den parallellepiped som spédnns upp av dessa
tre vektorer. Denna volym fas i sin tur (sanér som pa tecken) genom att
beridkna den determinant, vars kolonner utgors av koordinaterna fér ovan
namnda vektorer, d.v.s.

4 6 3
0 1 1j.
-1 -2 1

Om Sarrus’ regel tillampas pa denna determinant fas resultatet
4-1-146-1-(-1)+3-0-(-2)—4-1-(-2)—6-0-1—-3-1-(=1)=09.

Detta betyder att tetraedern i fraga har volymen 9/6 = 3/2.
Svar: 3/2

. Vi doper de givna matriserna enligt

3 -1 . a—b b
A= <_2 1) respektive B = ( a a—l—b> .

For att B ska kunna vara inversen till A, maste

AB =E.



Eftersom

e (5 ) (0.0
_(3la=b)—a 3b—(a+b)
<—2(a —b)+a —2b+ (a+ b))

_(2a—-3b —a-+2b
" \—a+20 a-—b

maste vara lika med enhetsmatrisen, sa maste

20 —3b=1
—a+20=0
a— b=1.

Mittenekvationen séger att a = 2b. Sétter vi in detta i ndgon av de dvriga
tva ekvationerna sa far vi i bada fallen att b = 1. Ddrmed blir ¢ = 2b = 2.

Alternativ I6sning: Beriikna forst A1, genom att 16sa ekvationssystemet
AX =Y for allmént hogerled Y:

3T1 — T2 = Y1
=21+ 22 =  Yo.

Adderas de tva ekvationerna fas att x1 = y; + yo. Sétts detta in i den
andra ekvationen far vi

x9 =221 + y2 = 2(y1 + y2) + y2 = 2y1 + 3yo,

och alltsa har vi
{961 = N+ Y
r9 = 2y1 + 3yo.

1 1
-1

A= (2 3> .

Jamfor vi denna matris med
P b b

~\a a+bd
sa far vi a = 2 och b = 1, precis som tidigare.
Svar: a=2,b=1

Saledes ar

. I basen (e, ez, e3) har vektorn u koordinaterna (2, —1,3), och represen-
teras darmed av kolonnmatrisen

2
X=[-1
3



i denna bas. Pa samma vis far vi att w i basen (f, f, f3) representeras
av kolonnmatrisen

Y=|-2
2

Sambandet mellan kolonnmatriserna X och Y ges av
X=TY,

ddr T &r transformationsmatrisen som beskriver basbytet fran (eq, e, e3)
till (f1, fo, f3). Vibildar T genom att som dess kolonner i tur och ordning
vélja koordinaterna for vektorerna f;, fy och f3 i basen (e, e, es3).
Eftersom f, = (2a,b,¢), fo = (b,—c,—a) och f3 = (—c,—a,2b) blir
alltsa

2a b —c
T = b —c¢c —a
c —a 2b
Darmed ar
2a b —c 1
TY = b —c —a —2
c —a 2b 2

20-14b-(=2)+ (—c)-2
=1b-14+(—¢)-(-2)+ (—a)-2
c-14+(—a)-(—-2)+2b-2
2a — 2b — 2¢
=|—-2a+b+2c
2a 4+ 4b+ ¢

Sambandet TY = X kan ddrmed skrivas som ekvationssystemet

20 — 2b —2c= 2
—2a+ b+ 2c=-1
20 +4b+ c= 3.

Hér kan vi, om vi sa dnskar, forst dividera bada leden i den forsta ekva-
tionen med 2, innan vi léser systemet med Gausselimination:

a— b— c= 1 a— b— c=1
—2a + b+2c——1j2 — —b =1

20 +4b+ c= 3——, 6b + 3c = 1.

Av den mittersta ekvationen far vi direkt att b = —1, vilket insatt i den
tredje ekvationen ger

—6+3c=1 <= 3c=7 < C:g



Med b = —1 och ¢ = 7/3 insatt i den forsta ekvationen far vi slutligen

7 7

Svar: az%,b:—l,c:%



