SKRIVNING I VEKTORGEOMETRI
Delkurs 1, 2023

Om inget annat uttryckligen séigs, kan koordinaterna fér en vektor i antas vara
givna i en ON-bas. Baser i rummet kan dessutom antas vara positivt orienterade.

1. Beridkna volymen av den parallellepiped som spénns upp av vektorerna
u, v och w, dir u = (3,1,2), v = (1,2,3) och w = u x v.

2. Lat
-1 0 2 2 2
A= -1 3 0], B=11 och C=|-4
0 -2 1 1 1

(a) Berdkna A™1.
(b) Los ekvationssystemen AX = B och AX = C.

3. I en given bas (ej, ez, e3) for rummets vektorer sa har vi f; = (1,0,2),
fa=1(2,1,1) och f3 = (0,—1,1). Visa att (f;, fy, f3) ocksa &r en bas

for rummets vektorer. Vilka koordinater har 4 = e; — es + e3 i denna
bas?

4. Punkterna P = (a,2,1), Q = (1,0,1) och R = (2,1,1) bildar en triangel
i rummet. For vilka virden pa a har denna triangel arean 107

5. For vilka viarden pa konstanterna a och b har ekvationssystemet

r1 + 3x2 + 223 =10
221+ x92 4+ axs =2
3x1 — x2+ 22x3=1

exakt en 16sning, oandligt manga losningar respektive inga losningar alls?



SKRIVNING I VEKTORGEOMETRI
Delkurs 1, 2023

Losningsforslag

1. Vi berdknar forst w = u x v, dir v = (3,1,2) och v = (1,2,3). Med

hjélp av uppstéillningen
HXXX
2 3 1 2

far vi att
w=(1-3-2-22-1-3-33-2—1-1) = (=1,-7,5).

Volymen av den parallellepiped som spédnns upp av w, v och w ar nu lika
med véirdet av den determinant, som har w, v och w som sina kolonn-
vektorer. Den volym vi soker ges alltsa av

3 1 -1
1 2 =7/=75.
2 3 5

Har kan determinanten beréknas t.ex. med hjilp av Sarrus’ regel: I sche-
mat

multiplicerar man ldngs med diagonalerna och anvidnder plustecken for
de diagonaler som lutar nedat at hoger och minustecken for de Gvriga.

I just detta fall kan dock parallellepipedens volym bestdmmas, utan att
man behodver berdkna ovanstaende determinant. Enligt definitionen av
vektorprodukt #r ndmligen |w| lika med arean av den parallellogram som
spanns upp av u och v. Denna parallellogram kan vi se som basytan i
den parallellepiped vi vill beréikna volymen av. Vidare sidger definitionen
av vektorprodukt, att w &r ortogonal mot savil w som v, vilket innebér
att |w| dr ocksa lika med hojden i parallellepipeden. Alltsa kan den sokta
volymen alternativt berdknas som

basytan - héjden = |w| - |w| = |w|? = (=1)? + (=7)* + 5% = 75.

Svar: 75 volymenheter



2. (a)

For att berikna A~! 16ser vi ett ekvationssystem AX = Y med A
som koeflicientmatris och Y som ett allmént hogerled:

—X1 + 2:173 =1
—r1 + 3w = 1y 11
—2x9 + x3 = Y3
—X1 + 21‘3 = U
e 3r9 — 223 = —Y1 + Y2
—2r9 + X3 = Y3.

Har kan det vara en god idé att multiplicera andra ekvationen med 2
och den tredje med 3 innan vi fortsétter, for att pa sa vis slippa undan
braktal i berdkningarna:

—x1 +2z3=
6xo — 4x3 = —2y1 + 2y
—6x2 + 3x3 = 3Y3 j+
—x1 + 2z3= u 2
<~ 6xo — 4dxs = —2y1 + 292 —4
—r3 = —2y1 + 2y2 + 3y3 1
-1 = —3y1 + 4y2 + 6ys3
<~ 622 = 6y; — 6y — 12y3
—r3 = —2y1 + 2y2 + 3y3
1 = 3y1 — 4y2 — 6y3
— T2 = Y1 — Y2—2y3

x3 = 2y1 — 2y2 — 3y3.

Genom att ldsa av koefficientmatrisen till hogerleden i ovanstaende
ekvationssystem kan vi nu konstatera att

3 —4 —6
Al=1[1 -1 -2
2 -2 -3

Ekvationssystemen kan l6sas med hjélp av Gausselimination, var for
sig, om man sa onskar. Men detta blir litet som att uppfinna hjulet
pa nytt, i och med att vi i deluppgift (a) redan har bersiknat A~* och
dérmed kan teckna l6sningarna pa matrisform enligt

3 —4 —6\ /2 —4
X=A'B=1[|1 -1 =2 (1] =1]-1
2 —2 -3/ \1 -1
respektive
3 -4 —6 2 16
X=A1'C=1|1 -1 =2 4] =1 4
2 -2 -3 1 9



3 —4 —6 —4

Svar: () Al=11 -1 -2 b)) X=A1'1B=|[-1
2 -2 -3 -1
16
respektive X = A~'C=| 4
9

. Vektorerna f;, f, och f3 bildar en bas fér rummets vektorer, om och
endast om de &r linjart oberoende. Detta ér i sin tur fallet, om och endast
om den determinant, vars kolonnvektorer bestar av f,, f5 och f5, &r skild
fran noll (ty da spénner f,, fy och f5 upp en parallellepiped med positiv
volym; vektorerna ligger alltsa inte alla tre i ett och samma plan). Med
hjélp av t.ex. Sarrus’ regel, finner vi att viardet av sagda determinant &r

12 0
01 —1|=-2#0.
2 1 1

Detta bevisar att (f;, fo, f3) duger som en bas for rummets vektorer.

Vektorn u = e; — ey + e3 har koordinaterna (1, —1, 1) i den ursprungliga
basen. Om uw = (y1,y2, y3) i den nya basen (f, fo, f3), sa ges sambandet
mellan de nya och gamla koordinaterna av

X=TY,
dar
1 Y1
X=-1], Y=1u
1 Y3

och dér T &r transformationsmatrisen (eller basbytesmatrisen); dess ko-
lonnvektorer ges (fran vénster till hoger) av f,, fy och fa, d.v.s.

1 2 0
T=101 -1
21 1

Genom att 16sa ekvationssystemet TY = X, t.ex. med Gausselimination:

Y1 + 2y0 = 1 Y1+ 2y = 1
yz—y:s:—l] — Y2 —y3 = —1
2+ y2tys= 1=, —3y2 +yz = —1
Y1 + 2y = 1
— Y2 —  Ys=—
—2y3——4
y1r=—1

<
w3
I



sa finner vi att w = —f; + fo+2f3, eller med andra ord att uw = (—1,1,2)
i basen (fy, f2, f3)-
Svar: (—1,1,2).

. Triangelns area &r lika med halva arean av den parallellogram som spanns
upp av vektorerna

w=PO=(1,0,1) — (a,2,1) = (1 — a,~2,0) och
v=PR=(21,1) - (a,2,1) = (2 — a, —1,0).

Vi soker alltsa a s& att denna parallellogram far arean 2 - 10 = 20.

Arean av parallellogrammen ges av lingden av vektorprodukten u x v.
Genom att beriikna vektorprodukten (t.ex. pa liknande sidtt som i upp-
gift 1), far vi

uxv=(0,03-a),

vilket innebir att |u x v| = /02 + 02+ (3 —a)2 = |3 — al.

Vi har ddrmed att 16sa ekvationen |3 — a| = 20. Detta leder till tva olika
fall, beroende pa om tecknet (positivt eller negativt) hos uttrycket 3 — a.
Om 3 —a >0saér |3 —al =3—a vilket ger att

3—a|=20 <= 3—-a=20 < a=—17.

Om istéllet 3 —a < 0 sa ér |3 —a| = —(3 —a) = a — 3 och i detta fall blir
3—a|=20 = a—3=20 «= a=23.

Svar: a = —17 eller a = 23.

. Ekvationssystemet kan pa matrisform skrivas AX = B, dér

1 3 2 1 b
A= |2 1 al, X=|x och B=12
3 -1 2 T3 1

Ekvationssystemet har entydig l6sning, om och endast om det A # 0 (ty
da ar A inverterbar och den entydiga losningen kan da pa matrisform
skrivas X = A~'B). Med hjilp av t.ex. Sarrus’ regel finner vi att

1 3 2
det A= |2 1 a| =10a — 20,
3 -1 2



sa vi ser att det A = 0 precis ndr a = 2. Det betyder alltsa att om a # 2
sa har ekvationssystemet exakt en 1osning.

Vad hinder da om a = 27 Da vet vi att det inte kan finnas exakt en
16sning. Alternativen &r att det antingen finns odndligt manga 16sningar,
eller inga losningar alls; det hela beror pa vilket véarde b har. For att ta re-
da pa hur b paverkar antalet 16sningar, forsdker vi 16sa ekvationssystemet
(i fallet da a = 2). Gausselimination ger

x1+3x2+2x3:bj xr1 + 3ro + 223 = b
2x1 + x0 + 223 =2 —, <~ —brg — 23 =2 —2b
3r1 — X9+ 2x3=1—= —10z9 — 43 =1 — 3b =,
1+ 3xo + 223 = b

<~ —brg —2x3= 2-—2b

0=-34+ b

Vi ser hir att om b # 3, sa dr den sista ekvationen inte sann, och ekva-
tionssystemet kommer i detta fall att sakna losning. Om & andra sidan
b = 3, sa far man det underbestdmda ekvationssystemet

1+ 3z0+2z3= 3
—5x9 — 2w3 = —4,
som har odndligt manga losningar.

Svar: Exakt en 16sning om a # 2; odndligt manga 16sningar om a = 2
och b = 3; 16sningar saknas om a = 2 och b # 3.



