SKRIVNING I VEKTORGEOMETRI
Delkurs 1, 2021

Om inget annat uttryckligen séigs, kan koordinaterna fér en vektor i antas vara
givna i en ON-bas. Baser i rummet kan dessutom antas vara positivt orienterade.

1. Berikna volymen av den tetraeder som har sina horn i de fyra punkterna
P=(1,-2,1),Q=(21,1), R=(3,0,4) och S = (1,-2,-3).

2. Betrakta de tre vektorerna u = (1,0,2), v = (1,1,2) och w = (0,1,1)
i rummet. Genom att pa olika sitt vilja tva av dessa vektorer kan vi
spanna upp tre olika parallellogram P;, P, och P53 i rummet; sig att P;
spanns upp av u och v, att P, spadnns av u och w, och att P3 spdnns upp
av v och w. Vilken av dessa tre parallellogram har storst area?

3. For vilka virden pa a &r matrisen

—4 a 2
A= 1 2 -1
2 4 a

inte inverterbar? Avgor for vart och ett av dessa virden pa a, om ekva-
tionssystemet

saknar 16sning eller har oéndligt manga.

4. Bestdm samtliga vektorer u = (x1,x2,x3) sadana att u x v = w, dér
v=(1,-1,2) och w=(—-1,1,1).

5. Lat (ey, es, e3) vara en bas for rummets vektorer, och lat w vara vektorn
med koordinaterna (5,2, 1) i denna bas. Antag att

fi1= ae; + bes — ces
f2 == b61 — Ceéy — aes
f3 = —ce; + aes + bes

ocksa bildar en bas for rummets vektorer, och att w i denna bas har
koordinaterna (1, —2,1) . Bestdm a, b och c.
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Losningsforslag

1. Vi bildar de tre vektorerna u = Fﬁ =(1,3,0), v = ﬁ = (2,2,3) och
w = ﬁ = (0,0, —4). Dessa tre vektorer spanner upp en parallellepiped,
och den tetraeder vi soker har en volym lika med en sjéttedel av denna
parallellepipeds volym.

w
S

Parallepipedens volym kan, bortsett fran tecknet, berdknas som determi-
nanten av den matris, som har u, v och w som sina kolonnvektorer. Med
hjélp av Sarrus’ regel finner vi att

12 0
3 2 0|=16,
03 —4

vilket innebér att tetraederns volym dérmed &r 16/6 volymsenheter (vil-
ket kan forkortas till 8/3, om man sa 6nskar).

Svar: 8/3

2. Arean av den parallellogram som tva vektorer spdnner upp i rummet, &r
lika med ldangden av vektorernas vektorprodukt. Sa vad vi behtver gora
ar att ta reda pa vilken av de tre vektorerna u X v, u X w och v X w som
ar langst.

Med v = (1,0,2), v = (1,1,2) och w = (0,1,1) och formeln for vektor-
produkt sa blir

UXv= (170> 2) X (L 1a2) = (_2707 1)>

uxw=(1,0,2) x (0,1,1) = (-2,—1,1) och

vV Xw= (17 172) X (0’ 1a 1) = (_1’ _17 1)7



som dr vektorer av respektive ldngd
ux v = /(=2)2 + 02 + 12 = V5,
lu x w| = /(—2)2+ (=1)2 + 12 = /6 och
o x w| = /(“1)? + (-1 + 12 = V3.

Alltsa ar den parallellogram som spénns upp av w4 och w, d.v.s. P, den
som har storst area.

Svar: P,

3. Den givna matrisen &r inte inverterbar, om och endast om dess determi-
nant &r lika med noll. Dérfor 16ser vi ekvationen det A = 0 for att ta reda
vilket eller vilka virden pa konstanten a som &r "farliga”. Med hjilp av
Sarrus’ regel far vi att

—4 a 2
1 2 —1|=0 < —a®>-10a—16=0 < a*+10a+16=0
2 4 a
<= a=-5++/(-5)?2?—-16= -5+ 3,
vilket innebir att matrisen inte dr inverterbar om a = —8 eller a = —2.

I vart och ett av dessa tva fall kan det inte vara sa, att ett ekvationssystem
med A som koefficientmatris har entydig 16sning. Istéllet har systemet
angingen odndligt manga l6sningar eller inga 16sningar alls. Vi undersoker

nu vilket av dessa fall som ar aktuellt ndr a = —8 respektive a = —2.
For a = —8 har vi att 16sa ekvationssystemet
—dr — 8y + 22 = 2 —2z= -2
T+ 2y — z:—lg = (r+2y— z= 2
20 + 4y — 8z = —2 —, —6z= 0.

Den forsta och den tredje ekvationen motséger hir varandra, sa losningar
saknas i detta fall.

Om a = —2 sa har vi istéllet att 16sa ekvationssystemet
—dr —2y+22= 2 6y — 2z = —2
T+ 2y — zz—l} = rx+2y— z=-1
20 + 4y — 22 = -2 —, 0= 0.

Vi far ett underbestdmt system, som har odndligt manga 16sningar.

Svar: @ = —8 (l6sning saknas) och a = —2 (oéndligt manga losningar)
4. Fran formeln for vektorprodukt finner vi att

U Xv= (1'1,1’2,1'3) X (]-a _172) = (2372 + 3,23 — 21/‘13 —I] — 172).



Vi vill att hégerledet ska bli lika med vektorn w = (—1,1,1), d.v.s. att

2x9 + x3 = —1 29 + x3 = —1
—2x + 23 = 1if = 2x9 + 23 = —1
—x1 — T2 = 1 —x1 — X9 = 1.

Har noterar vi att tva forsta ekvationerna ar identiska. Detta ger att
systemet har odndligt manga l16sningar. Sdtter vi t.ex. xy = t, sa blir
r3=—1—2x9 = —1—2toch z; = —1—x2 = —1—t, vilket visar att varje
vektor pa formen (z1,z9,2z3) = (=1 —t,t, —1 — 2t) uppfyller ekvationen.

Svar: (z1,x2,23) = (—1 —t,t,—1 — 2t) dér ¢ &r ett godtyckligt reellt tal

. Lat X och Y vara de kolonnvektorer vars element ar koordinaterna for u
i basen (ey, ea, e3) respektive (fy, fa, f3), d.v.s.

5 1
X=12 och Y=1|-2
1 1

Om vi gor ett basbyte fran basen (e1, ez, es) till basen (fy, fq, f3), sa
kan sambandet mellan X och Y skrivas

X =Ty,

ddr T dr transformationsmatrisen (eller basbytesmatrisen, som man ocksa
kan s#iga). Denna matris har som sina kolonner koordinaterna fér de nya
basvektorerna f, fy och fs, uttryckta i den gamla basen (e, e, es).
Fran uppgiftens beskrivning far vi att f; = (a,b,—c), fy = (b, —c, —a)
och f3 = (—c,a,b), vilket innebér att

a b —c
T = b —c a
—c —a b

Darmed stalls vi infor att 1osa ekvationen

a b —c 1 5
TY = X «<— b —c 21 =12
1

a
—c —a b 1
a—2b—c¢ 5 a—2b— ¢c=5
= b+2c+a | =12 a+ b+2c=2
—c+2a+b 1 20+ b— c=1.



Vi loser detta ekvationssystem med hjilp av Gausselimination:

a— 2b— 025j a—2b— ¢ =5
a+ b+2c=2—- | = 3b+302—3j3
20+ b— c¢c=1~—, 54+ c= -9
a— 2b—c =5
= —12b =24
50 + ¢ = —9.
Den mellersta ekvationen ger oss att b = —2. Detta véirde insatt i den

sista ekvationen ger att ¢ = —9 —5b = =94+ 10 = 1. Med b = —2 och
¢ =1 blir slutligen a =5+ 2b+c=5—4+ 1= 2. Saledes

a= 2
= -2
c= 1.

(For dessa virden pa a, b och ¢ blir for évrigt det T = 21 # 0, vilket visar
att (fq, fa, f3) faktiskt d@r en bas for rummets vektorer.)

Svarra=2,b=-2,c=1



