SKRIVNING I VEKTORGEOMETRI
Delkurs 1 2020

Om inget annat uttryckligen sigs, kan koordinaterna fér en vektor i antas vara givna
i en ON-bas. Baser i rummet kan dessutom antas vara positivt orienterade.

1. Visa att om (e, e, e3) dr en bas for rummets vektorer, sa dr dven (f, fo, f3)
en bas, om
f1:2€1+ e + es3
fo= e1+2e+ e3
_f3 = e1 —+ €2 + 263.

Bestédm #ven koordinaterna for uw = 4e; + 2e; — 4es i basen (f, fo, f3)-

2. Bestém de virden pa de reella talen a och b, som gor att ekvationssystemet

r+4y+32=2
r+ y+ z=0
ar + 2y +az =2

far exakt en 16sning, odndligt manga l6sningar respektive inga losningar alls.

3. Bestdm samtliga vektorer av lingd 1 som &r ortogonala mot bada vektorerna
(1,—-2,2) och (2,-2,3).

210 2 11 1 -1 2
4. Lat A=11 1 2|,B=10 2 4JochC=|0 1 -2
4 3 4 4 2 1 0 2 0

(a) Beriikna (A— B)~1.
(b) Los matrisekvationen AX = B(X + C).

5. For vilka viarden pa det reella talet a har den tetraeder, vars hérn utgors av
punkterna (0, 0,2), (0,1,0), (1,0,—1) och (3,a,1) volymen 2?
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Losningsforslag

1. Vibildar den matris S vars kolonner i tur och ordning bestar av koordinaterna
for vektorerna f,, fy och fj:

S:

— = o

1
2
1

DO = =

Om (f4, fo, f3) dr en bas, sd maste denna matris vara inverterbar, vilket vi
i sin tur kan kontrollera genom att berdkna dess determinant. Eftersom

det$=2-2-2+1-1-141-1-1-2-1-1-1-1-2-1-2-1=4#0,

dr S inverterbar, vilket bevisar pastaendet om att (f, fo, f3) dr en bas.

Vi vet att u = (4,2,—4) 1 basen (e, ez, e3). Om u = (21,2, 22) i basen
(f1, f2, f3), sa giller sambandet

2 1 1\ [z 4
1 2 1) [z]=] 2/,
1 1 2/ \as —4

vilket innebér att vi erhaller w:s koordinater i basen f;, fo, f3, genom att
16sa ekvationssystemet

201+ x99+ x3= 43 —x2—3m3:12j
T, + 220 + 13 = le <= To— 3= 6
1+ To + 2x3=—4 1+ To+ 2x3=—4
—4%3:18
< To — r3= 6

Ty + 20 + 223 = —4.

Vi far x3 = 18/(—4) = —9/2, vilket medfér att zo =6+ 23 =6 —9/2 =3/2
och #1 = =4 — 29 — 223 = —4 — 3/2+ 9 = 7/2. Alltsa har u koordinaterna
(7/273/25 79/2) 1 basen fla an f3'

1
Svar: 5(7, 3,-9)

2. Koeflicientmatrisen till ekvationssystemet ges av

1 4 3
A=1|1 1 1
a 2 a
Med
x 2
X=1ly och Y=1]0b
z 2

sa kan ekvationssystemet skrivas pa matrisform som

AX =Y,



och det kommer att finnas exakt en losning precis i de fall da
det A # 0.

Determinanten av A kan beréknas t.ex. med hjélp av Sarrus’ regel. Vi erhaller
isa fall

1 4 3
1 1 1j=1-1-a4+4-1-a+3-1-2—-1-1-2—4-1-a—3-1-a
a 2 a
=—-2a+4
d.v.s.

detA=0 <= —2a+4=0 <= a=2.
Saledes finns entydig 16sning, om a # 2.
Vad hénder om a = 2?7 Vi far da ekvationssystemet
z+4y+32=2

r+ y+ z=0»
20 4+ 2y 4+ 2z = 2.

Om vi dividerar den sista ekvationen med 2, sa far vi en ekvation
r+y+z=1,

med samma vénsterled som i den andra ekvationen. Detta innebér att vi
kommer att fa odndligt manga losningar om a = 2 och b = 1, ty da siger den
andra och den tredje ekvationen samma sak, och vi far ett underbestamt ek-
vationssystem. Om a andra sidan ¢ = 2 men b # 1 sa kommer den andra och
den tredje ekvationen motsidga varandra, vilket innebér att 16sning saknas.
Svar: Entydig 16sning om a # 2. Oandligt manga 16sningar om a = 2, b = 1.
Losning saknas om a = 2, b # 1.

. Satt w = (1,-2,2) och v = (2, —2,3). Visoker @ = (1,22, z3) sd att |x| =1
och u-x =wv-x =0. Att de bada skaldrprodukterna u - & och v - « ska vara
noll betyder att

T, — 2x9 + 223 =0 Ty — 2x9 + 223 =0
21 — 229 + 323 =0 <=, 29 — x3 =0.

Séatter vi zz = 2t i den sista ekvationen, sa foljer fran denna att 2xo = x5 = 2t,
d.v.s. 9 = t. Med 29 = t och x3 = 2t insatt i den forsta ekvationen blir
déarmed x1 = 2x9 — 2x3 = 2t — 4t = —2t. Detta visar att varje vektor pa
formen t(—2,1,2) dr ortogonal mot bade u och v.

Det aterstar att finna de virden pa t som gor att @ = t(—2,1,2) blir en
vektor av lingd 1. Vi finner att

t(-2,1,2) =1 < [t|l/(-2)24+12+22=1 < [t}//9=1
1
= t==+—.
3
1
Alltsa uppfyller de tva vektorerna 15(72, 1,2) de stiillda kraven.

1
Svar: :tg(—?), 1,2)



4. (a) Vi skall berikna inversen till

210 2 11 0 0 —1
A-B=(1 1 2]—-10 2 4|=1[|1 -1 -2
4 3 4 4 2 1 0 1 3

Detta gors genom att 16sa ett ekvationssystem med allmént hogerled och med
A — B som koefficientmatris:

—T3 =Y
Tl — To — 2x3 = Y2
To + 3w3 = Ys3-
Vi far direkt z3 = —y; fran den forsta ekvationen, och diarmed fas fran den

tredje ekvationen att 9 = y3 —3zs = 3y; +ys3, varmed den andra ekvationen
ger 1 = yo + x2 + 223 = yo + (3y1 + y3) — 2y1 = Y1 + Y2 + y3. Saledes har vi

rT1= Y1 +Y2+ys

To = 3y1 + y3
3 = —Yi,
d.v.s
1 1 1
(A-B)'=1| 3 0 1
-1 0 0

(b) Vi borjar med att 16sa ut X ur ekvationen:

AX = B(X 4+ C) <= AX = BX +BC <= AX — BX = BC
& (A—-B)X=BC < X =(A-B)'BC.

Med hjilp av resultatet av deluppgift (a) far vi att

1 1 1 2 1 1 1 -1 2 6 11 2
X=1| 3 01 0 2 4 0 1 —-2)=(10 3 10
-1 0 O 4 21 0 2 0 -2 -1 -2
1 1 1 6 11 2
Svar: (b) 301 (c)X=110 3 10
-1 0 0 -2 -1 -2

5. Satt A = (0,0,2), B = (0,1,0), C = (1,0,—1) och D = (3,a,1). Volymen
av den tetraeder som har sina fyra hoérn i dessa punkter &r lika med en
sjattedel av volymen av den parallellepiped som spénns upp av vektorerna
w=AB = (0,1,-2), v = AC = (1,0,—3) och w = AD = (3,a,—1), se
figuren nedan. Det betyder att vi ska finna de virden pa a som gor att denna
volym blir lika med 6 - 2 = 12.



D

Parallellepipedens volym &r (bortsett fran tecknet) lika med determinanten
av den matris, som har u, v och w som sina kolonnvektorer. Med hjilp av
Sarrus’ regel finner vi att

0o 1 3
1 0 al=-2a+4),
-2 -3 -1

har vi alltsa att 16sa ekvationerna
—2(a+4)=12 och —2(a+4)=-12.

Den vinstra ekvationen har 16sningen a = —10 medan den hogra har 16s-
ningen a = 2.

Svar: a = —10 och a =2



