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Skaldrprodukt och ON-baser - en repetition

Skaldrprodukt. Om u och v dr tva vektorer, bada skilda
fran nollvektorn, sa definieras skaldrprodukten av u
och v som det reella talet

u-v = |u||v|cosa,

dér « dr vinkeln mellan u och v. Om nagon av w eller v
ar nollvektorn, sa sétter vi u - v = 0.

Ortogonala vektorer. Tva vektorer kallas ortogonala, om
deras skalarprodukt &r noll.

ON-bas. En ortonormerad bas (ON-bas) ey, ez, e3 for
rummets vektorer dr en bas sadan att e; - e; = 0 om

1 # j, samt |e;| = 1 for alla ¢. (Basvektorerna dr parvis
ortogonala och har alla lingden 1.) Om w = (z1, z2, x3)
och v = (y1, y2,y3) dr tva vektorer, med koordinaterna
givna i en ON-bas, sa &r

u-v =211y + Toys + 3y och |u| = /2 + 2%+ 2.
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Exempel
Lat w # 0 vara en vektor i planet. Vi fragar

oss hur manga vektorer w som &r wy
® ortogonala mot u, och
® lika langa som wu.

Vi inser att det kan bara finnas tva alternativ

pa hur w kan se ut; antingen dr w = w; eller

w = ws i figuren till hoger. Av figuren ser vi

dessutom att w; = —ws. wo
Antag nu att u = (x1,x2) i en given ON-bas. Da dr w; = (z2, —1) en
vektor som

® ir ortogonal mot u, ty
u-wy = (T1,22) - (X2, —21) = T122 + x2(—21) = T122 — 2122 =0

® har samma langd som u, ty

fwi| = /23 + (~22)? = \fa + 23 = |ul.
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u=(2,1)

Wwo = (1, 72)

Alltsa dr wy = (22, —x1) en av de tva vektorer som dr ortogonal mot
u = (x1,22). Den andra vektorn ér dirmed

wy = —wi = —(x2, —1) = (—x2,71).

S& om t.ex. u = (2,1), sa dr wy = (—1,2) och we = (1, —-2) de tva

vektorer som bade &r ortogonala mot w och har samma lingd som u.
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Arean av en parallellogram

Antag att w = (21, 22) och v = (y1,y2) i en ON-bas for planet. Om u
och v inte ér parallella, sa spinner de upp en parallellogram ("sned
rektangel”). Vi ska berikna arean av denna parallellogram.

Fran geometrin vet vi att arean av en
parallellogram &r lika med basen gang-
er hojden. I var parallellogram kan vi
se det som om basen ges av |u|, men
hur uttrycker vi héjden med hjilp av
vektorer? Lat w vara en vektor som &r
ortogonal mot u, och som har samma
lingd som w. Som vi sag i féregaende
exempel finns det tva alternativ for w.

Lat v, vara den ortogonala projektio-
nen av v pa w. Da ges parallellogram-
mens hojd av |vy|. I figuren dr w vald
sa att och v,, och w &r lika riktade; vi
maste dock inte vilja w pa detta vis.
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Vi har alltsa att parallellogrammens area A ges av

A = |ul|vw| = |w||vw],
dér vi i sista likheten har utnyttjat att 4 och w har samma langd.
Om w och v,, #r lika riktade, sa dr |vy| = |v| cos , dér « &r vinkeln
mellan v och w. Dérmed blir

A= [w] vw| = |w] [o] cosa,

vilket vi kénner igen som skaldrprodukten av w och v.
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I det fall d& w och v,, istillet &r mot-
satt riktade, sa blir

A= |uf |[vy| = [w]|v] cos B,

dar g ar vinkeln mellan v och v,,. Om «
som tidigare betecknar vinkeln mellan v
och w, sa ar f = 180° — « och dérmed
cos 8 = cos(180° — a) = — cos a. Alltsa
ar

A = —|w| |v|cos o,

vilket ar skaldrprodukten av v och w,
fast med omvént tecken.

I informella ordalag far vi alltsa arean av parallellogrammen genom
att berdkna en viss skaldrprodukt, och justera tecknet sa att
resultatet blir ett positivt tal (eftersom det ju &r en area vi berdknar).

Hur kommer da formeln for arean av den parallellogram se ut i termer
av koordinaterna for de vektorer u = (x1,x2) och v = (y1,y2) som
spanner upp den?
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Fran det tidigare exemplet fann vi att om w = (21, x2) s& har en
vektor w, som &r ortogonal mot och av samma ldngd som wu, antingen
koordinaterna (—xzo, x1) eller (2, —z1). Med hjélp av formeln for
skaldrprodukt far vi ddrmed att vi antingen har

vow = (Y1,Y2) - (—x2,21) = y1(—22) + Y21 = T1Y2 — T2
eller
v-w = (y1,Y2) - (T2, —21) = Y122 + y2(—21) = —(1Y2 — T2v1)

Vi far foljande resultat:

Sats
Om u = (x1,x2) och v = (y1,y2) i en ON-bas for planet, sa ges arean
av den parallellogram som spdnns upp av u och v av

|x1y2 - x2y1|-

Vi berdknar alltsa x1y2 — zoy1 och tar absolutbeloppet av detta tal,
d.v.s. byter tecken pa det, om det skulle raka vara negativt.
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Exempel

Berédkna arean av den parallellogram i planet som spénns upp av
vektorerna u = (2,1) och v = (7,3). Koordinaterna dr givna i en
ON-bas.

Losning.
Med beteckningarna u = (z1, 22) och v = (y1,y2) sa blir

T1Y2 —x2y1 =2-3—-1-7T=—-1.

Alltsa ges den sokta arean av |—1| = 1.
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Exempel

En triangel i planet har sina hérn i punkterna A = (—1,1), B = (2,0)
och C = (1,2). Vi ska bestdmma arean av denna triangel.
(Koordinatsystemet &r ortonormerat.)

Triangelns area ges av halva are-
an av den parallellogram som

spdnns upp av vektorerna A
och AC'. Vi har

AB = (2,0)— (—1,1) = (3,~1) = (z1,42) och
AC = (1,2) = (~1,1) = (2,1) = (1, 12)-

Déarmed ges triangelns area av

|T1y2 — 2211 _ 13-1—(=1)-2] _ 5

2 2 2
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Talet x1y2 — T2y1, som forekommer i formeln for hur man berdknar
arean av den parallellogram som spéanns upp av vektorerna

u = (x1,22) och v = (y1,y2), dyker upp i manga andra sammanhang
dn i det geometriska problem vi har studerat ovan.

Eftersom detta tal ddrmed &r sa pass viktigt, har man tilldelat det ett
speciellt namn:

Definition (Determinant av 2 X 2-matris)

A— (361 y1>
T2 Y2

sa kallas talet x1ys — y1xo fOr determinanten av matrisen A och
betecknas det A. En alternativ beteckning fér determinanten &r

Givet en 2 x 2-matris

1 Y1
T2 Y2

det A =

Anmérkning

Notera att matrisen A ovan har koordinaterna for u = (z1,z2) och

v = (y1,y2) som sina kolonner.
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Exempel

Lat
4 2 -1 0 -2 1
A= (7). e (0 ) e e (2 D).
Da ar
4 2
de‘cA:5 1‘:4-1—26:—67
det B —| ! O—(—1)-3—0-10——3 h
=110 3T - ¢
-2 1
det C=| _2’=(—2)-(—2)—1.4=0.

Det gar att generalisera begreppet determinant till att inte enbart
omfatta 2 x 2-matriser. Senare i kursen ska vi se att virdet av en
determinant for en kvadratisk matris avslgjar ifall matrisen ar
inverterbar eller inte.
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Orientering av vektorer

Vi ska inom kort inféra &nnu ett sdtt att multiplicera vektorer med
varandra, vid sidan av skaldrprodukt. Denna nya typ av produkt, s.k.
vektorprodukt, kan dock endast definieras for vektorer i rummet.

Innan vi definierar vad som menas med vektorprodukt, behéver vi
inféra ett séitt att kunna skilja pa héger och vinster (sa att séiga).

Definition (Orientering av vektorer)

Lat w, v och w vara tre vektorer i rummet, som inte alla ligger i ett
och samma plan (d.v.s. w, v, w ir linjirt oberoende). Vi séiger att

(u, v, w) utgdr ett positivt orienterat system, om den minsta vridning
av u, som gor att denna vektor kommer att peka i samma riktning
som v, sker moturs om man betraktar w4 och v fran spetsen av w.

Om vridningen av u istéllet sker medurs, siger man att systemet
(u, v, w) dr negativt orienterat.
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Exempel

I figuren ovan &r systemet (u,v,w) positivt orienterat. Systemet

(v, u,w) dr dock negativt orienterat (sett fran spetsen w sa kommer
den minsta vridning av v, som gor att den pekar i samma riktning
som u, att ske medurs). Systemet (w,v,u) dr ocksa negativt
orienterat, ty sett fran spetsen av w, maste w vridas medurs for att
peka i samma riktning som wv.

Ar systemen (w,u,v), (v, u,w) respektive (v, w,u) positivt eller
negativt orienterade?

15(24)



Istéllet for att ett system (w,v,w) dr positivt orienterat siger man
ibland att det ar hdgerorienterat. Detta forklaras av att man kan
beskriva ett hogerorienterat system med hjilp av tummen, pekfingret
och langfingret pa hdger hand:

Om tummen star for vektorn u, pekfingret fér v och langfingret

for w, sa maste u (tummen) vridas moturs fér att peka i samma
riktning som v (pekfingret), om man betraktar det hela fran spetsen
av w (langfingret).

P& samma vis ar ett vdnsterorienterat system en synonym till ett
negativt orienterat system; man anvénder sig da istéllet av fingrarna
pa wvdnster hand.
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Vektorprodukt

Definition (Vektorprodukt)

Lat w och v vara tva icke-parallella vektorer i rummet. Med
vektorprodukten av u och v menar vi den entydigt bestdmda vektor w
som dr sadan att

® w #r ortogonal mot savil u som v

® |w| &r lika med arean av den parallellogram som spianns upp av u
och v

® systemet (u,v,w) &r positivt orienterat.

Om wu och v dr parallella, sa definieras vektorprodukten av w och v
som nollvektorn 0. Vektorprodukten av vektorerna w och v
betecknas u X v.
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Arean av parallellogrammen
= ldngden av u X v

u

Figuren ovan illustrerar vektorprodukten. Vi har alltsa att
® u X v ortogonal mot savil u som v

® |u x v| dr lika med arean av den parallellogram som spénns upp
av u och v

® systemet (u,v,u X v) dr positivt orienterat.
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I foljande sats presenteras nagra riknelagar for vektorprodukten.

Sats
Lat w, v och w vara vektorer i rummet, samt X ett reellt tal. Da dar

(i) uxv=—(vxu)
(i) ux (v+w)=uxv+uxw
(i) (Au) xv=ux (Av) = AN u X v).

Exempel es

Lat (e, eq,e3) vara en ON-bas f6r rum-

mets vektorer (d.v.s. |e1| = |e2| = |es| =1

och e;-ex =e;-e3 =ey-e3 =0). Antag

att (e1, e, e3) dessutom ér positivt orien- es
terad. Da har vi situationen i vidstaende

figur. Vi ska bestimma e; X es.

€1
Den parallellogram som spénns upp av e; och ey ér en kvadrat med
arean 1. Alltsa ska |e; X es| = 1. Dessutom ska e; x eq vara ortogonal
mot bade e; och ey, sa denna vektorprodukt &r antingen lika med eg
eller —es3. I och med att (e1,eq, e; X e3) ska vara positivt orienterat,
maste e; X es = e3.
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Med ett liknande resonemang foljer att

€y X ez = ey

e3 X e; = eq.

Anvénder vi ridknelagen u X v = —(v X u),
far vi dessutom

ey X e] = —eg
e3 X e = —e;
e; X ez = —eq.

€3

€2

€1

Fran definitionen av vektorprodukt fas till sist att

61X61:€2X62=63X63:0.
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Antag att w = (21,22, x3) och v = (y1,y2,y3) har sina koordinater
givna i en positivt orienterad ON-bas. Da blir, till att borja med,

U X v = (33161 + To2€2 —+ 3}‘363) X (y161 + Yoo + y363). (1)

Med hjalp av rdknelagarna for vektorprodukt och sambanden

e} X ey = es €y X e3 = e e3 X e = ey
ey X e; = —e3 e3 X eg = —eq e X ez = —eq
61X61:0 €2X62:0 63X€3:0

kan vi rdkna vidare pa (1), i avsikten att hérleda en formel for hur
koordinaterna till w x v ser ut i samma bas. Vi far

uxv=ux1y1(e1 x e1) +z1ya2(er X ea) + x1y3(e1 x e3)
+ zoy1(e2 X e1) + zay2(e2 X e2) + rayz(ez x e3)
+ z3y1(e3 X e1) + w3y2(es x ez) + r3yz(es x e3)
= z1y2€3 + T1Y3(—€2) + T2y1(—€3)
+ rayzer + x3y1es + r3y2(—e€1)
= (22ys — x3y2)er + (v3y1 — T1Y3)€2 + (T1y2 — T2y1)es.
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Vi har ddrmed bevisat foljande sats:

Sats
Om u = (x1,x2,x3) och v = (y1,Y2,ys3) ¢ en positivt orienterad
ON-bas, sa gdller att

u X v = (T2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)
1 samma bas.

Anmérkning

Man kan ocksa skriva koordinaterna for w x v med hjilp av
determinanter:

T2 Y2
3 Ys

T3 Y3
1 Y

1 Y1
T2 Y2

u X v= <

Savida ingenting annat uttryckligen sidgs, kommer vi i fortsédttningen
att utga ifran att koordinaterna for en vektor i rummet alltid dr givna
i en positivt orienterad ON-bas.

) )
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Minnesregel for berdkning av vektorprodukt

Foljande uppstéllning kan underlatta berdknandet av vektorpro-
dukten uw X v, dir w = (21, z2,23) och v = (y1,y2,y3):

XX

Y2 Y3 Y1 Y2
Multiplicera korsvis och anvénd plustecken for de diagonaler
som lutar nedat at hoger och minustecken for de 6vriga.

Exempel
Vi beréknar w x v om u = (1,—2,3) och v = (0, 1,4), med hjilp av
ovanstaende minnesregel:

XXX
17 47 07
Vi far
uxv=((-2)-4-3-1,3-0-1-4, 1-1—(=2)-0) = (—11,-4,1).
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Exempel

De tva vektorerna u = (1, —2,3) och v = (0, 1,4) fran féregéende
exempel spdnner upp en parallellogram i rummet. Berdkna arean av
denna parallellogram.

Losning.

Enligt definitionen av vektorprodukt spanner u och v upp en
parallellogram, vars area ir lika med |u x v|. Eftersom

u X v=(—11,—4,1), sa ges dirmed den stkta arean av

lux o] = /(—11)2 + (—4)2 + 12 = V/138.
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