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Skaldrprodukt - Inledning

Vi paminner om att om w &r en vektor, sa avser vi med
beteckningen |u| lingden av denna vektor.

An sa linge har vi ingen metod for att berikna lingden av en
godtycklig vektor; den enda vektor som vi hittills kan ange ldngden av
ar nollvektorn; vi har |0] = 0.

Med hjalp av begreppet skaldrprodukt kan vi hirleda en formel for att
berdkna langden av vilken vektor som helst, men for att formeln ska
ge ratt svar, krivs det att koordinaterna &r angivna i en speciell typ
av bas, en s.k. ortonormerad bas eller kortare ON-bas.

I en ON-bas ar basvektorerna valda med omsorg; de har alla samma
lingd (ndmligen 1) och &r dessutom parvis vinkelridta med varandra,
eller ortogonala, som man ocksa séger.
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Definition av skaldrprodukt

Som vi snart kommer att se, involve-

rar definitionen av skaldrprodukten av

tva vektorer vinkeln mellan dem. Som
framgar av figuren till héger, finns det

tva vinklar att vélja pa, om man vill

ange vinkeln mellan tva vektorer. Vi

maste bestidmma oss for om det ar vin- B
keln « eller 8 vi menar.

Det #r mest naturligt (och praktiskt) att alltid avse den mindre av de

tva vinklarna, d.v.s. vinkeln « i figuren. Alltsa géller for vinkeln o
mellan tva vektorer, att 0° < a < 180°.

I boken forekommer det dven att vinklar méts i radianer. En radian
r ett annat vinkelmatt, som bestdms av att 1° motsvarar 7/180
radianer. Métt 1 radianer blir alltsa 0 < o < 7.
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Definition (Skaldrprodukt)
Lat u # 0 och v # 0 vara tva vektorer. Med skaldrprodukten u - v

menar vi talet
u - v = |u||v|cosa,

dér « dr vinkeln mellan « och v. Om nagon av w och v &r nollvektorn
sétter viu-v = 0.

Exempel

Lat u och v vara tva vektorer av langd 4 respektive 3, och antag att
vinkeln mellan dem &r 120°. Da blir

u-v=|u||lv|cos120° =4-3- <—) = —6.

v

120°
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I och med att skaldrprodukten av w och v ges av u - v = |u| |v| cos o,
sa #r skaldrprodukten av tva vektorer alltid ett reellt tal (en skaldr).
Dérav namnet skaldrprodukt.
Om vidare bade u # 0 och v # 0 sa kan vi konstatera foljande:
e Om vinkeln o mellan vektorerna ir spetsig (0° < a < 90° om
man miter i grader; 0 < o < w/2 om man méter i radianer) sa
blir w-v > 0, ty da dr cosa > 0.
e Om « &r rit (o = 90° eller a = 7/2 radianer) sa dr u-v =0, ty
da &dr cosa = 0.
e Om « ér trubbig (90° < o < 180° métt i grader; 7/2 < a <
métt i radianer) sa blir w-v < 0, ty da &r cosa < 0.

Specialfallet o = 90° &r speciellt viktigt:

Definition (Ortogonala vektorer)

Tva vektorer uw och v séges vara ortogonala, om u - v = 0. En vanlig
beteckning for detta (som dock inte anvénds i ldroboken) &r u L v.
Om varken wu eller v dr nollvektorn, sa dr alltsa w och v ortogonala
precis da de &r vinkelréta (vinkeln o mellan dem &r rit).

Vi ser vidare fran definitionen av skaldrprodukt att 4u-0=0-u =0
for alla vektorer u, sa nollvektorn &r ortogonal mot alla vektorer.
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Rdkneregler for skaldrprodukt

Sats
Lat u, v och w vara vektorer och s ett reellt tal. Da gdller
(i) w
(i) u-(v+w)=u-v+u-w
(iil) w- (sv) = (su)-v = s(u - v)
v) u-

(i u > 0, med likhet endast dd u = 0.

Betriffande (iv) i ovanstaende sats; i och med att vinkeln mellan en
vektor u och sig sjilv ar 0°, sa blir

V=V Uu

u-u = |ul|u|cos0° = |ul?,
eftersom cos 0° = 1. En formel for att berékna ldngden |u| av en

vektor u ges alltsa av
lu| = Vu - u.
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Exempel

En romb &r som bekant en fyrhorning, dér alla fyra sidorna &r lika
langa. Figuren nedan visar en romb, som spénns upp av tva
vektorer uw och v. Eftersom sidorna &r lika langa, sa dr |u| = |v|.

u—7v
u u -+ v

v

Romben har tva diagonaler; de réda vektorerna i figuren ovan. Den
langa diagonalen ges av vektorn w + v; den korta av u — v.
Skaldrprodukten mellan diagonalvektorerna blir

(ut+v)- (u—v)=u-u—u-v+v-u—vV-V
—u-u—v-v=ul—|v?
Men |u| = |v|, s& |u|* — |v|?> = 0. Alltsa ér v + v och u — v

ortogonala, d.v.s. diagonalerna i en romb skér varandra i rét vinkel.
8(18)



Ortonormerade baser

Vi ska nu se om vi kan hérleda en formel fér hur skaldrprodukten
mellan tva vektorer ser ut, om vi har koordinater givna for dessa
vektorer i nagon bas. Till att borja med undersdker vi hur det
kommer att se ut i planet.

Lat (e1, ez) vara en bas for planets vektorer, och antag att
vektorerna u och v har koordinaterna (z1, z2) respektive (y1,y2) i
denna bas. Detta betyder att vi kan skriva u = x1e; + x2es och

v = y1e1 + yoes. Med hjdlp av rdknereglerna for skaldarprodukt far vi
nu att

u-v= (l'lel + 1‘262) : (y161 + y2€2)
= z1y1(er - ex) + z1y2(e1 - e2) + zayi(ez - €1) + zaya(es - €2)
= ziyilen]’ + (z1y2 + 22y1) (€1 - €2) + ways|es|*.

Denna formel ser inte speciellt vacker ut. Men om basvektorerna e
och ey bada har lingden 1, d.v.s. om |ej| = |es| = 1, och om de
dessutom &r ortogonala, d.v.s. om e - e = 0, sa blir formeln mycket
enklare:

U- v =10 + T2Y2.
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Definition (Ortonormerad bas)

En bas (e1, ez, e3) fér rummets vektorer siges vara ortonormerad om
vektorerna dr parvis ortogonala, d.v.s. om

el-es=e;-ez3=eg-e3=0,
och om de alla har ldngden 1, d.v.s. om
1] = lez| = |es| = 1.

Ofta sédger man kortare ON-bas i stéllet for "ortonormerad bas”.

Definitionen fér en ON-bas i planet dr analog med den ovanstaende.
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Vi sag att vi fick en ganska enkel formel for att berdkna
skaldrprodukten av tva vektorer i planet, om deras koordinater ar
givna i en ON-bas: Om u = (21, 22) och v = (y1,y2) sa blir

u - v = 1Y + T2y2. Motsvarande formel for vektorer i rummet &r en
naturlig generalisering av denna, och presenteras i foljande sats.

Sats
Lat w = (x1, 2, 23) och v = (y1,Y2,ys), dir koordinaterna dr givna i
en ON-bas. Da gdller

UV =2T1Y1 + T2Y2 + T3Y3-

Tidigare sag vi att lingden av en vektor ges av formeln |u| = v/u - u.

Om w har sina koordinater givna i en ON-bas, far vi foljande formel.

Foljdsats

Antag att w = (x1, z2,x3) har sina koordinaterna givna i en ON-bas.

Da dr
lu| = \/2? + 23 + 23.
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Exempel

Antag att v = (4,—1,3), v =(0,4,3) och w = (1,—-2,—2) i en

ON-bas. Da é&r
u-v=4-04+(-1)-44+3-3=0—-4+9=35,
u-w=4-14+(-1)-(-2)+3-(-2)=44+2—-6=0 och
vow=0-1+4-(—2)+3-(-2)=0—8—6=—14.

Vektorerna u och w &r alltsa ortogonala. Vidare dr

lu| = /42 + (=1)2+32 =16 + 1 + 9 = V26,
lv| = 02+42+32: 0+16+9=+v25=5 och
lw| =12+ (22 + (22 =V1+4+4=19=3.
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Exempel

Vektorerna uy = (1,0, 1), ug = (0,—1,0) och ug = (1,0, —1) &r parvis
ortogonala (ty uj - us = ug - uz = ug - uz = 0; verifiera dettal). Men
de bildar inte en ON-bas, ty de ér inte alla av lingd 1 (endast ws har
langden 1).

For att fa en ON-bas, maste vi normera vektorerna, vilket betyder att
vi multiplicerar dem med ett ldmpligt tal sa att resultatet blir en
vektor av lingd 1. En vektor v # 0 normeras genom att multiplicera
den med 1/|v|. Eftersom |u;| = |uz| = v/2, s& kommer dirmed
(e1,e2,e3), dir

1 1 1
€1 = 5(17071) = <\/§70, \/§>
€2 = (Oa _170)

att vara en ON-bas.
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Vinkelberdkningar

Med hjalp av skaldrprodukt blir det &ven mojligt att berdkna
vinkeln o mellan tva vektorer u och v.

Fran definitionen av skaldrprodukt vet vi ju att w - v = |u||v|cos a.
Om varken u eller v #r nollvektorn, sa ér |u||v| # 0, och dérmed blir

u-v
cosq = ——,
|ul |v]

med vars hjalp vi kan berdkna a.

Exempel

I en ON-bas sa har vektorerna u och v koordinaterna (1, —1,2)
respektive (1,0,1). Vi skall bestdimma vinkeln o mellan dessa tva
vektorer. Eftersom u - v = 3, |u| = v/6 och |v| = /2, s& blir

3 3 V3
V6-V2 V3V2ev2 27

Vi far ddrmed att o = 30° (eller & = 7/6, om man méter i radianer).

CoOs&x =
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Basbyten mellan ON-baser

Antag att u = (21, 22,23) 1 en bas (e, ez, e3) (inte nédvindigtvis en
ON-bas). Om vi byter till en ny bas (f;, fs, f3), sa fann vi under
forra lektionen, att om u = (y1,y2,ys3) 1 denna nya bas, sa kan
sambandet mellan de gamla och nya koordinaterna skrivas

X=TY < Y=T1X,

dér X och Y ér kolonnmatriser som innehaller koordinaterna for w i
den gamla respektive nya basen, och dar T &r den s.k.
transformationsmatrisen, som bildas genom att vélja dess kolonner till
i tur och ordning koordinaterna for f;, fo, f5.

For att bestdmma koordinaterna for vektorn w i den nya basen,
behover vi alltsa visentligen 16sa ett linjért ekvationssystem, och det
kan ju ta sin lilla tid. Men om om bade den gamla och den nya basen
dr ON-baser, sa blir det extra enkelt. . .
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Sats
Lat T vara den transformationsmatris man far, om man ska gora ett
basbyte fran en ON-bas till en annan. Da dr

T =T

d.v.s. att bestaimma inversen till T, dr samma sak som att transponera
matrisen (byta plats pa rader och kolonner).

Definition (Ortogonal matris)

En matris T sédges vara ortogonal om
TTT=7T"T=E.
Ett alternativt sitt att formulera satsen ovan &r:

For ett basbyte mellan tva ON-baser gdller att
transformationsmatrisen dr en ortogonal matris.
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Exempel

Antag att u = (2, —3) har sina koordinater givna i en ON-bas (e, e3)
for planet. Vektorerna

f1=1(5/13,12/13) och f, = (—12/13,5/13)

uppfyller f - fo =0 och [fy| = [f5| =1, sd (fy, f3) &r ddrmed en
ON-bas. Vilka &r u:s koordinater (y;,y2) i denna nya bas?

Om vi byter fran basen (eq, es) till basen (f, f,), sa kommer
transformationsmatrisen att ges av

T_ 5/13 —12/13\ _ 1 (5 —12
“\12/13 5/13) T13l12 5/
Eftersom matrisen T &r ortogonal (vi byter fran en ON-bas till en

annan), ar
_ 1 5 12
1_ T _ L
T _r_13<_12 5).
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Med X = ( 2) och Y = (yl) 4 blir déirmed
-3 Y2
1 5 12 2 1 /-26 -2
o -1 _ — = — —
e B E) s (G) - (G)
d.v.s. i den nya ON-basen (f;, f5) sa blir u = (-2, —3).

5 12
u = 2e; — 3es f1=13e+ 5e2

u=-2f - 3f, fo=—1ier+ fze
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