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Kort repetition: Bas och koordinater

Om ey, es, ez ir tre vektorer i rummet, som inte alla ar parallella med
ett och samma plan, sa kan varje vektor v pa entydigt vis skrivas som

vV =2x1€1 + x2€2 + T3€3.

Vi séger att (x1,z2,x3) dr koordinaterna for v i basen (e, ez, e3).
L

v =11€1 + x2e2 + T3€3

u = x1€1 + r2€2

€1
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Basbyten

Nar man ska arbeta med ett visst problem som har med vektorer att
gora, sa brukar dessa i regel antas ha sina koordinater givna i en
forutbestdmd bas, ofta en s.k. "standardbas”.
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Basbyten

Nar man ska arbeta med ett visst problem som har med vektorer att
gora, sa brukar dessa i regel antas ha sina koordinater givna i en
forutbestdmd bas, ofta en s.k. "standardbas”.

Det &r dock inte i alla ligen som denna bas ar skridddarsydd for det
problem som man har att 16sa.

Vad man da kan gora dr att byta bas, mot en som passar béttre in for
det aktuella problemet.

Men om en vektor har en viss uppséttning av koordinater i den bas
man har fran borjan, sa kommer koordinaterna bli annorlunda i den
nya basen. Fragan &r da, om det finns nagot enkelt samband mellan
koordinaterna for viss vektor i tva olika baser?
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En geometrisk beskrivning av ett basbyte 1 planet

En vektor u har koordinaterna (x1,z2) i en bas (e, es) for planet,
d.v.s. u = x1€1 + zo€s.

Tol oo

€2

€1

I
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En geometrisk beskrivning av ett basbyte 1 planet

En vektor u har koordinaterna (x1,z2) i en bas (e, es) for planet,
d.v.s. u = z1e1 + x9es. Lat (f, f,) vara en annan bas for planet, och
antag att w 1 denna bas har koordinaterna (y1,ys2), d.v.s.

u=y1f;+y2f5-
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En geometrisk beskrivning av ett basbyte 1 planet

En vektor u har koordinaterna (x1,z2) i en bas (e, es) for planet,
d.v.s. u = z1e1 + x9es. Lat (f, f,) vara en annan bas for planet, och
antag att w 1 denna bas har koordinaterna (y1,ys2), d.v.s.

u=y1f; +y=2f,. Finns det ett enkelt sitt rikna ut (y1,y2) med hjilp
av (x1,22)?
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FEtt konkret exempel pa ett basbyte i planet

Lat (e1, ez) vara en bas for planet (vilket innebér att e; och es inte
idr parallella). Antag u = (2,3) i denna bas, vilket betyder att
u = 2e; + 3ez. (Rita gérna en bild!)
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FEtt konkret exempel pa ett basbyte i planet

Lat (e1, ez) vara en bas for planet (vilket innebér att e; och es inte
idr parallella). Antag u = (2,3) i denna bas, vilket betyder att

u = 2e; + 3ez. (Rita gérna en bild!)

Lat f; = (1,1) och f, = (—1,2) vara tva andra vektorer. Dessa tva
vektorer dr inte parallella, eftersom det inte finns ett tal A sa att

fo = Af;. Alltsa kan vi dven anvénda (f,, f5) som bas for planet.
Annu sa linge vet vi inte vilka koordinater w har i basen (f,, f5), s&
vi sétter tills vidare w = y1 1 + y2f 5, dér (y1,y2) alltsa &r de
koordinater vi hoppas kunna riakna ut.
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vi sitter tills vidare uw = y1 f1 + yof o, dér (y1,y2) alltsa &r de
koordinater vi hoppas kunna riakna ut.

Att f; = (1,1) i basen (e1, e2) betyder att f; = e; + es. Pa samma
sitt dr fy = (—1,2) samma sak som fo = —e; + 2es. Detta ger nu

u=y1f1 +y2fs =vy1(e1 + e2) + y2(—e1 + 2e2)
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= (y1 —y2)er + (y1 + 2y2)ea.

6(15)



FEtt konkret exempel pa ett basbyte i planet

Lat (e1, ez) vara en bas for planet (vilket innebér att e; och es inte
idr parallella). Antag u = (2,3) i denna bas, vilket betyder att

u = 2e; + 3ez. (Rita gérna en bild!)

Lat f; = (1,1) och f, = (—1,2) vara tva andra vektorer. Dessa tva
vektorer dr inte parallella, eftersom det inte finns ett tal A sa att

fo = Af;. Alltsa kan vi dven anvénda (f,, f5) som bas for planet.
Annu sa linge vet vi inte vilka koordinater w har i basen (f,, f5), s&
vi sitter tills vidare uw = y1 f1 + yof o, dér (y1,y2) alltsa &r de
koordinater vi hoppas kunna riakna ut.

Att f; = (1,1) i basen (e1, e2) betyder att f; = e; + es. Pa samma
sitt dr fy = (—1,2) samma sak som fo = —e; + 2es. Detta ger nu

u=y1f1 +y2fs =vy1(e1 + e2) + y2(—e1 + 2e2)
= (y1 —y2)er + (y1 + 2y2)ea.

Men koordinaterna for en vektor i en given bas &r ju entydigt
bestamda, och vi vet att u = 2e; + 3es. Alltsa maste

Y1 — Y2 =2
y1 + 2y2 = 3.
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Vi fick ett linjért ekvationssystem att 16sa. Just detta system
y1— Y2 =2
Y1+ 2y2=3

{m =7/3

Y2 = 1/3a

visar sig ha 16sningen

och alltsa &r . )
u:y1f1+y2f2:§f1+§f2a

d.v.s. vi har att w = (7/3,1/3) i basen (f;, f3)-
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Vi fick ett linjért ekvationssystem att 16sa. Just detta system
y1— Y2 =2
Y1+ 2y2=3

{m —7/3

Y2 = 1/3a

visar sig ha 16sningen

och alltsa &r . )
u:ylf1+y2f2:§f1+§f2a
d.v.s. vi har att w = (7/3,1/3) i basen (f;, f3)-

Anmérkning

P& matrisform far ekvationssystemet ovan utseendet

1 =1\ () _ (2
1 2 Y2 - 3
Studera kolonnerna i koefficientmatrisen! De &r ju desamma som

koordinaterna for de basvektorerna f; och f, i basen (e1, e2); vi hade
ju f1=(1,1) och fy = (-1,2). Ar detta manne bara en slump...?
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Basbyte 1 planet; allmdnna fallet

Lat (e1, ez) vara en bas for planet, och att w = (21, 2) i denna bas.
Vi onskar nu gora att basbyte till en ny bas (f;, f5). Antag

u = (y1,y2) 1 denna nya bas. Vi vill hitta ett allmént samband mellan
de "gamla” koordinaterna (z1,x2) och de "nya” (y1,y2). For att gora
detta, hdrmar vi foregaende exempel. Skillnaden blir endast att vi
byter ut alla siffror i exemplet mot bokstéaver.
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u = (y1,y2) 1 denna nya bas. Vi vill hitta ett allmént samband mellan
de "gamla” koordinaterna (z1,x2) och de "nya” (y1,y2). For att gora
detta, hdrmar vi foregaende exempel. Skillnaden blir endast att vi
byter ut alla siffror i exemplet mot bokstéaver.

Forst konstaterar vi att u = (21, x2) i basen (ey, es) betyder att
u =1xe; + raey,
och att u = (y1,y2) 1 basen (f, fo) innebér att

u=y1fy +y2fo.
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Basbyte 1 planet; allmdnna fallet

Lat (e1, ez) vara en bas for planet, och att w = (21, 2) i denna bas.
Vi onskar nu gora att basbyte till en ny bas (f;, f5). Antag

u = (y1,y2) 1 denna nya bas. Vi vill hitta ett allmént samband mellan
de "gamla” koordinaterna (z1,x2) och de "nya” (y1,y2). For att gora
detta, hdrmar vi foregaende exempel. Skillnaden blir endast att vi
byter ut alla siffror i exemplet mot bokstéaver.

Forst konstaterar vi att u = (21, x2) i basen (ey, es) betyder att

u = zi1e; + xzey,
och att u = (y1,y2) 1 basen (f, f5) innebér att

u=1y1f1+y2fs
Vektorerna f; och f5 har ju entydigt bestdmda koordinater i basen
(e1,e2). I forra exemplet var f; = (1,1) och f, = (—1,2). Hér sétter
vi f1 = (a11,a12) och fy = (ag1,a22), vilket betyder att

f1=ane +apes och f,=aze; +axnes.
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Vi far nu att

u=y1f; +y2Fs =yi(a11e1 + a12e2) + y2(az1€1 + azzes)
= (any1 + a21y2)er + (a12y1 + azzys2)es.
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Vi far nu att

u=y1f; +y2Fs =yi(a11e1 + a12e2) + y2(az1€1 + azzes)
= (any1 + a21y2)er + (a12y1 + azzys2)es.

Eftersom vi ocksa har w = x1e1 + x2e5, maste dirmed

{331 = anyr + a2 (961> _ <a11 a21> (?Jl)
<~ =
T = Q12Y2 + A22Y2 €2 a2 a2 Y2



Vi far nu att

u=y1f; +y2Fs =yi(a11e1 + a12e2) + y2(az1€1 + azzes)
= (any1 + a21y2)er + (a12y1 + azzys2)es.

Eftersom vi ocksa har w = x1e1 + x2e5, maste dirmed
T1 = a1y + a21y2 Tr) _ (6 az Y1
T = Q12Y2 + A22Y2 €2 a2 a2 Y2

dar
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Vi far nu att
u=y1f1 +y2fs = y1(ar1e1 + a12€2) + y2(azi1e1 + azzez)
= (any1 + a21y2)er + (a12y1 + azzys2)es.
Eftersom vi ocksa har w = x1e1 + x2e5, maste dirmed
T1 = a11y1 + a21y2 1\ _ (ann a2z Y1
<~ =
T = Q12Y2 + A22Y2 €2 a2 a2 Y2

— X=TY,

X = o1 , T= a1 a2 och Y = n .
T2 ajp Q22 Y2
Notera att kolonnerna hos matrisen T verkligen blir desamma som

koordinaterna for vektorerna f; = (a11,a12) och fo = (ag1,ags) i
basen (eq, ez).

dar
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Vi far nu att
u=y1f1 +y2fs = y1(ar1e1 + a12€2) + y2(azi1e1 + azzez)
= (any1 + a21y2)er + (a12y1 + azzys2)es.
Eftersom vi ocksa har w = x1e1 + x2e5, maste dirmed
T1 = a11y1 + a21y2 1\ _ (ann a2z Y1
<~ =
T = Q12Y2 + A22Y2 €2 a2 a2 Y2

— X=TY,

X = o1 , T= a1 a2 och Y = n .
T2 ajp Q22 Y2
Notera att kolonnerna hos matrisen T verkligen blir desamma som

koordinaterna for vektorerna f; = (a11,a12) och fo = (ag1,ags) i
basen (eq, ez).

dar

Matrisekvationen X = TY uttrycker de "gamla” koordinaterna (som
ges av X) med hjilp av de "nya” (som ges av Y). Det ér inte riktigt
det vi vill ha; vi vill helst att det ska vara pa ”andra hallet”.
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Vi far nu att
u=y1f1 +y2fs = y1(ar1e1 + a12€2) + y2(azi1e1 + azzez)
= (any1 + a21y2)er + (a12y1 + azzys2)es.
Eftersom vi ocksa har w = x1e1 + x2e5, maste dirmed
T1 = a11y1 + a21y2 1\ _ (ann a2z Y1
<~ =
T = Q12Y2 + A22Y2 €2 a2 a2 Y2

— X=TY,

X = o1 , T= a1 a2 och Y = n .
T2 ajp Q22 Y2
Notera att kolonnerna hos matrisen T verkligen blir desamma som

koordinaterna for vektorerna f; = (a11,a12) och fo = (ag1,ags) i
basen (eq, ez).

dar

Matrisekvationen X = TY uttrycker de "gamla” koordinaterna (som
ges av X) med hjilp av de "nya” (som ges av Y). Det ér inte riktigt
det vi vill ha; vi vill helst att det ska vara pa “andra hallet”. Men

X = TY kan éven skrivas Y = T~'X (om matrisen T ir inverterbar),
och da far det vi 6nskar: de nya koordinaterna uttryckta med hjilp av

de gamla. o(15)



Vi sammanfattar:

e Lat vara (e1, es) en bas for planet.
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Vi sammanfattar:
e Lat vara (e1, es) en bas for planet.

o Lat (f,, fy) vara en ny bas for planet. Bilda en matris T genom
att som dess kolonner vilja koordinaterna for i tur och
ordning f, och f,, uttryckta i basen (ej, es).
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Vi sammanfattar:
e Lat vara (e1, es) en bas for planet.

o Lat (f,, fy) vara en ny bas for planet. Bilda en matris T genom
att som dess kolonner vilja koordinaterna for i tur och
ordning f, och f,, uttryckta i basen (ej, es).

e Lat w vara en godtycklig vektor i planet. Lat X vara den
kolonnmatris, vars element utgors av koordinaterna for u i den
gamla basen (e, ez).
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Vi sammanfattar:

Lat vara (eq, eq) en bas for planet.

Lat (fy, f5) vara en ny bas for planet. Bilda en matris T genom
att som dess kolonner vilja koordinaterna for i tur och
ordning f, och f,, uttryckta i basen (ej, es).

Lat u vara en godtycklig vektor i planet. Lat X vara den
kolonnmatris, vars element utgors av koordinaterna for u i den
gamla basen (e, ez).

Om Y &ar den kolonnmatris, vars element utgors av koordinaterna
for w i den nya basen (fq, f5), sa giller

X=TY.

Om matrisen T &r inverterbar, sa far vi de nya koordinaterna
uttryckta med hjilp av de gamla, med hjélp av formeln

Yy =T7X.
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Basbyte © rummet

Ovanstaende fungerar precis lika bra for basbyten i rummet.

e Lat vara (ep, es, e3) en bas for rummet.
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Basbyte © rummet

Ovanstaende fungerar precis lika bra for basbyten i rummet.
e Lat vara (ep, es, e3) en bas for rummet.

o Lat (fy, fy, f3) vara en ny bas f6r rummet. Bilda en matris T
genom att som dess kolonner vilja koordinaterna for i tur och
ordning f,, fy och f4, uttryckta i basen (eq, es, e3).
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Basbyte © rummet

Ovanstaende fungerar precis lika bra for basbyten i rummet.
e Lat vara (ep, es, e3) en bas for rummet.

o Lat (fy, fy, f3) vara en ny bas f6r rummet. Bilda en matris T
genom att som dess kolonner vilja koordinaterna for i tur och
ordning f,, fy och f4, uttryckta i basen (eq, es, e3).

e Lat uw vara en vektor i rummet. Lat X vara den kolonnmatris,
vars element dr w:s koordinater i den gamla basen (ey, ez, e3).
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Basbyte © rummet

Ovanstaende fungerar precis lika bra for basbyten i rummet.

Lat vara (ej, es, e3) en bas for rummet.

Lat (fy, fq, f3) vara en ny bas for rummet. Bilda en matris T
genom att som dess kolonner vilja koordinaterna for i tur och
ordning f,, fy och f4, uttryckta i basen (eq, es, e3).

Lat u vara en vektor i rummet. Lat X vara den kolonnmatris,
vars element dr w:s koordinater i den gamla basen (ey, ez, e3).

Om Y ér den kolonnmatris, vars element utgors av koordinaterna
for w i den nya basen (fq, fo, f3), sa giller

X=TY.
Om matrisen T ar inverterbar, sa far vi med hjilp av formeln
Y=T7""'X

de nya koordinaterna Y uttryckta med hjialp av de gamla X.

11(15)



Basbyte © rummet

Ovanstaende fungerar precis lika bra for basbyten i rummet.

Lat vara (ej, es, e3) en bas for rummet.

Lat (fy, fq, f3) vara en ny bas for rummet. Bilda en matris T
genom att som dess kolonner vilja koordinaterna for i tur och
ordning f,, fy och f4, uttryckta i basen (eq, es, e3).

Lat u vara en vektor i rummet. Lat X vara den kolonnmatris,
vars element dr w:s koordinater i den gamla basen (ey, ez, e3).

Om Y ér den kolonnmatris, vars element utgors av koordinaterna
for w i den nya basen (fq, fo, f3), sa giller

X=TY.
Om matrisen T ar inverterbar, sa far vi med hjilp av formeln
Y=T7""'X

de nya koordinaterna Y uttryckta med hjialp av de gamla X.

Matrisen T ovan &r en s.k. transformationsmatris eller basbytesmatris.
Man kan visa att en sadan alltid @r inverterbar.
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Krav pa en bas

Vi tittar lite ndrmare pa proceduren for ett basbyte. Fran bérjan har
vi givet en bas av antingen tva eller tre vektorer, beroende pa om vi
befinner oss i planet eller rummet. Dérefter ska vi vélja en ny bas. ..

12(15)



Krav pa en bas

Vi tittar lite ndrmare pa proceduren for ett basbyte. Fran bérjan har
vi givet en bas av antingen tva eller tre vektorer, beroende pa om vi
befinner oss i planet eller rummet. Dérefter ska vi vélja en ny bas. ..

Men hur kan man egentligen veta att en uppsattning vektorer
verkligen dr en bas?

12(15)



Krav pa en bas

Vi tittar lite ndrmare pa proceduren for ett basbyte. Fran bérjan har
vi givet en bas av antingen tva eller tre vektorer, beroende pa om vi
befinner oss i planet eller rummet. Dérefter ska vi vélja en ny bas. ..

Men hur kan man egentligen veta att en uppsattning vektorer
verkligen dr en bas?

e Basvektorerna maste spinna upp rummet/planet, d.v.s. varje
vektor 1 rummet/planet ska kunna skrivas som en
linjarkombination av basvektorerna.
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e Basvektorerna maste spinna upp rummet/planet, d.v.s. varje
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e Basvektorerna maste vara linjdrt oberoende (ingen av dem ska
kunna skrivas som en linjirkombination av de évriga).
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Krav pa en bas

Vi tittar lite ndrmare pa proceduren for ett basbyte. Fran bérjan har
vi givet en bas av antingen tva eller tre vektorer, beroende pa om vi
befinner oss i planet eller rummet. Dérefter ska vi vélja en ny bas. ..

Men hur kan man egentligen veta att en uppsattning vektorer
verkligen dr en bas?

e Basvektorerna maste spinna upp rummet/planet, d.v.s. varje
vektor 1 rummet/planet ska kunna skrivas som en
linjarkombination av basvektorerna.

e Basvektorerna maste vara linjdrt oberoende (ingen av dem ska
kunna skrivas som en linjirkombination av de évriga).

e For en bas i planet betyder detta att vektorerna i basen maste
vara tva till antalet, och att dessa inte far vara parallella.
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verkligen dr en bas?

e Basvektorerna maste spinna upp rummet/planet, d.v.s. varje
vektor 1 rummet/planet ska kunna skrivas som en
linjarkombination av basvektorerna.

e Basvektorerna maste vara linjdrt oberoende (ingen av dem ska
kunna skrivas som en linjirkombination av de évriga).

e For en bas i planet betyder detta att vektorerna i basen maste
vara tva till antalet, och att dessa inte far vara parallella.

e For en bas i rummet maste det finnas tre basvektorer, och dessa
far inte vara parallella med samma plan.
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Exempel

I ett exempel fran forra foreldsningen fann vi att vektorerna
u; = (4,—1,-1), us = (3,2,0) och uz = (—3,—2,1) &r linjirt
oberoende, d.v.s. om A1, Ag, A3 dr tal sddana att

Aul + Aous + Asuz = 0,

sa maste \; = Ay = A3 = 0. Vi konstaterade detta genom att l6sa ett
homogent ekvationssystem AX = O, dér kolonnerna hos matrisen A
bestar av koordinaterna hos vektorerna w, us, us.
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Exempel

I ett exempel fran forra foreldsningen fann vi att vektorerna
u; = (4,—1,-1), us = (3,2,0) och uz = (—3,—2,1) &r linjirt
oberoende, d.v.s. om A1, Ag, A3 dr tal sddana att

Aul + Aous + Asuz = 0,

sa maste \; = Ay = A3 = 0. Vi konstaterade detta genom att l6sa ett
homogent ekvationssystem AX = O, dér kolonnerna hos matrisen A
bestar av koordinaterna hos vektorerna w, us, us.

Att uq, uo, us ar linjirt oberoende betyder att vi skulle kunna
anvianda dessa vektorer som en bas for rummet, om vi vill. Om en
vektor v har koordinaterna (4,—1,1) i den gamla basen (d.v.s. den vi
har given fran bérjan), vilka blir dess koordinater i basen (w1, uz, us)?
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Lat kolonnmatriserna X och Y svara mot koordinaterna hos v i den
gamla respektive nya basen. Da giller sambandet

X=TY,

dar T &r transformationsmatrisen.

14(15)



Lat kolonnmatriserna X och Y svara mot koordinaterna hos v i den
gamla respektive nya basen. Da giller sambandet

X=TY,

dar T &r transformationsmatrisen.

Eftersom u; = (4,—1,—1), us = (3,2,0) och ug = (=3, -2, 1), sa blir
i det hér fallet
4 3 -3
T=1-1 2 -2
-1 0 1
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Lat kolonnmatriserna X och Y svara mot koordinaterna hos v i den
gamla respektive nya basen. Da giller sambandet

X=TY,

dar T &r transformationsmatrisen.

Eftersom u; = (4,—1,—1), us = (3,2,0) och ug = (=3, -2, 1), sa blir
i det hér fallet

4 3 -3
T=[-1 2 -2
-1 0 1

Vidare hade vi v = (4,—1,1) i den gamla basen, sa

4
X=1-1
1
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Lat kolonnmatriserna X och Y svara mot koordinaterna hos v i den
gamla respektive nya basen. Da giller sambandet

X=TY,

dar T &r transformationsmatrisen.

Eftersom u; = (4,—1,—1), us = (3,2,0) och ug = (=3, -2, 1), sa blir
i det hér fallet

4 3 -3
T=1-1 2 -2
-1 0 1

Vidare hade vi v = (4,—1,1) i den gamla basen, sa

4
X=1-1
1

I den nya basen vet vi &nnu inte vilka koordinater v far, sa vi sitter
Y
Y =1
Y3
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Vi ska l6sa matrisekvationen X = TY, vilket &r samma sak som

dyr +3y2 —3yz = 4
—y1 + 2y2 — 2y3 = —1
- + y3= L
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Vi ska l6sa matrisekvationen X = TY, vilket &r samma sak som

dy1 + 3y2 — 3ys = 4
—y1 + 2y2 — 2y3 = —1
- + y3= L

Med hjélp av Gausselimination far vi att
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Vi ska l6sa matrisekvationen X = TY, vilket &r samma sak som

dy1 + 3y2 — 3ys = 4
—y1 + 2y2 — 2y3 = —1
- + y3= L

Med hjélp av Gausselimination far vi att

y1=1
Yo =2
Y3 =2

Alltsa ar v = (1,2,2) i basen (w1, us2,us), d.v.s.

v = Uy + 2us + 2us.
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Vi ska l6sa matrisekvationen X = TY, vilket &r samma sak som

dyr +3y2 —3yz = 4
—y1 + 2y2 — 2y3 = —1
- + y3= L

Med hjélp av Gausselimination far vi att

y1=1
Yo =2
Y3 =2

Alltsa ar v = (1,2,2) i basen (w1, us2,us), d.v.s.

v = Uy + 2us + 2us.

Anmaérkning

Lagg mérke att transformationsmatrisen T bildas pa samma sétt som
vi bildade matrisen A i exemplet fran den forra foreldsningen. Da 16ste
vi ett homogent ekvationssystem AX = O. Hér 16ser vi ett inhomogent

ekvationssystem TY = X med samma koefficientmatris (A= T).
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