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Kort repetition: Vektorer

En vektor dr en méngd som bestar av

alla riktade strackor som har en given
ldngd och en given riktning gemensamt. v
Vektorer ritas med hjalp av pilar. Vi

kan addera vektorer. ..
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Kort repetition: Vektorer

v
u-+v
En vektor dr en méngd som bestar av
alla riktade strackor som har en given
ldngd och en given riktning gemensamt. v U
Vektorer ritas med hjalp av pilar. Vi
kan addera vektorer. ..
su, s >0

/ / su, s <0
..och multiplicera vektorer med tal:
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Bas och koordinater

Sa hér langt har vi enbart en geometrisk askadning av vektorer; néir vi
riknar med vektorer (adderar dem, eller multiplicerar dem med ett
tal) gors detta genom att rita pilar. Det vore bekvimt om man ocksa
kunde rdkna med vektorer, utan att alltjamt rita.
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Bas och koordinater

Sa hér langt har vi enbart en geometrisk askadning av vektorer; néir vi
riknar med vektorer (adderar dem, eller multiplicerar dem med ett
tal) gors detta genom att rita pilar. Det vore bekvimt om man ocksa
kunde rdkna med vektorer, utan att alltjamt rita.

For att kunna rikna med vektorer utan att rita, behover vi ett sétt
att representera en vektor med ett eller flera tal. Hur manga tal som
beh6vs beror pa omsténdigheterna:
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Bas och koordinater

Sa hér langt har vi enbart en geometrisk askadning av vektorer; nér vi
riknar med vektorer (adderar dem, eller multiplicerar dem med ett
tal) gors detta genom att rita pilar. Det vore bekvimt om man ocksa
kunde rdkna med vektorer, utan att alltjamt rita.
For att kunna rikna med vektorer utan att rita, behover vi ett sétt
att representera en vektor med ett eller flera tal. Hur manga tal som
beh6vs beror pa omsténdigheterna:
e Det ricker med ett tal (eller en koordinat) om vi vill representera
alla vektorer som ligger pa en given linje (eftersom en linje dr
endimensionell)
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Bas och koordinater

Sa hér langt har vi enbart en geometrisk askadning av vektorer; nér vi
riknar med vektorer (adderar dem, eller multiplicerar dem med ett
tal) gors detta genom att rita pilar. Det vore bekvimt om man ocksa
kunde rdkna med vektorer, utan att alltjamt rita.

For att kunna rikna med vektorer utan att rita, behover vi ett sétt
att representera en vektor med ett eller flera tal. Hur manga tal som
beh6vs beror pa omsténdigheterna:

e Det ricker med ett tal (eller en koordinat) om vi vill representera
alla vektorer som ligger pa en given linje (eftersom en linje dr
endimensionell)

e Det behovs tva koordinater for att representera alla vektorer som
ligger i ett givet plan (eftersom ett plan dr tvadimensionellt)

e Tre koordinater behovs for att representera alla vektorer i
rummet (som ju dr tredimensionellt)

e Det finns matematiska tillaimpningar dar det férekommer
vektorer som maste representeras av fyra koordinater eller fler. I
det hér fallet saknas en geometrisk tolkning, men det hindrar inte
att man likvél kan rdkna med vektorer i sa kallade

"n-dimensionella rum”, dar n > 4. o



Vektorer som ligger pa en linje

Lat L vara en linje i rummet. Vi séger att en vektor v ligger pa L,
om v kan parallellforflyttas till L.
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Vektorer som ligger pa en linje

Lat L vara en linje i rummet. Vi séger att en vektor v ligger pa L,
om v kan parallellforflyttas till L.

Bland alla vektorer som ligger pa L véljer vi en vektor e # 0. Alla
andra vektorer som ocksa ligger pa L dr da parallella med e, och kan
dérfor pa ett entydigt vis skrivas

v = e,

dér x &r ett reellt tal. Vi séger att e dr en bas for (vektorerna pa) L
och att = &r koordinaten for v i basen e.
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Vektorer som ligger pa en linje

Lat L vara en linje i rummet. Vi séger att en vektor v ligger pa L,
om v kan parallellforflyttas till L.

Bland alla vektorer som ligger pa L véljer vi en vektor e # 0. Alla
andra vektorer som ocksa ligger pa L dr da parallella med e, och kan
dérfor pa ett entydigt vis skrivas

v = e,

dér x &r ett reellt tal. Vi séger att e dr en bas for (vektorerna pa) L
och att = &r koordinaten for v i basen e.

Exempel
Vektorn e ligger pa L (eftersom den
kan parallellforflyttas till L). Vek-
torn w = —2e har koordinaten —2
i basen e.

Vektorn e har koordinaten 1 i ba-
sen e, eftersom e =1 - e.
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Vektorer som ligger i ett plan

Lat M vara ett plan i rummet. Vi siger att en vektor v ligger i M,
om v kan parallellforflyttas till M.
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Vektorer som ligger i ett plan

Lat M vara ett plan i rummet. Vi siger att en vektor v ligger i M,
om v kan parallellforflyttas till M.

Bland alla vektorer som ligger i M viljer vi tva vektorer e; och es sa
att de inte ar parallella. Eftersom nollvektorn 0 &r parallell med alla
vektorer, maste e; # 0 och es # 0 (ty annars blir e; och ey
parallella).

€1

€2
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Vektorer som ligger i ett plan

Lat M vara ett plan i rummet. Vi siger att en vektor v ligger i M,
om v kan parallellforflyttas till M.

Bland alla vektorer som ligger i M viljer vi tva vektorer e; och es sa
att de inte ar parallella. Eftersom nollvektorn 0 &r parallell med alla
vektorer, maste e; # 0 och es # 0 (ty annars blir e; och ey
parallella).
Vilj tva linjer Ly och Lo 1 M sa att e ligger pa L; och es ligger
pa Ls. Da kan vi se det som om e; &r en bas for Ly och e en bas
for Lo, enligt resonemanget kring vektorer som ligger pa en linje.

Ly

€1

L,
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En godtycklig vektor v som ligger i M kan, pa ett entydigt vis, skrivas
som v = vy + va, dir v ligger pa Ly och vq ligger pa Ly (v1 och v
kallas komposanter).
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En godtycklig vektor v som ligger i M kan, pa ett entydigt vis, skrivas
som v = vy + va, dir v ligger pa Ly och vq ligger pa Ly (v1 och v
kallas komposanter).

Eftersom e; &r en bas for Ly, finns ett entydigt bestamt reellt tal x;
sa att v; = zr1e;. Av samma anledning finns ett entydigt bestimt
reellt tal zo sa att vy = x2e9.
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En godtycklig vektor v som ligger i M kan, pa ett entydigt vis, skrivas
som v = vy + va, dir v ligger pa Ly och vq ligger pa Ly (v1 och v
kallas komposanter).

Eftersom e; &r en bas for Ly, finns ett entydigt bestamt reellt tal x;
sa att v; = zr1e;. Av samma anledning finns ett entydigt bestimt
reellt tal zo sa att vy = x2e9.

Slutsatsen blir att det finns entydigt bestdmda tal x1,zo sa att

V=01 + V2 =x1€1 + T2€9.

Ly

vV =2x1€1 + T2€e2
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En godtycklig vektor v som ligger i M kan, pa ett entydigt vis, skrivas

som v = vy + va, dir v ligger pa Ly och vq ligger pa Ly (v1 och v

kallas komposanter).

Eftersom e; &r en bas for Ly, finns ett entydigt bestamt reellt tal x;

sa att v; = zr1e;. Av samma anledning finns ett entydigt bestimt

reellt tal zo sa att vy = xqes.

Slutsatsen blir att det finns entydigt bestdmda tal x1,zo sa att
V=01 + V2 =x1€1 + T2€9.

Vi séiger att (e, es) dr en bas for (vektorerna i) M och att att
(21, x2) &r koordinaterna for v 1 denna bas.

vV =1x1€1 + T2€9
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Exempel

I ett exempel fran forra foreldasningen hér-
ledde vi mittpunktsformeln, som séger att
om ABC ér en triangel och A; mittpunk-

ten pa sidan BC, sa kan vektorn AA; ut-
tryckas i termer av /@ och 1@ som

A, = LAB + LAC,

Ay

AB

N

A 1AC
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Exempel

I ett exempel fran forra foreldasningen hér-
ledde vi mittpunktsformeln, som séger att
om ABC ér en triangel och A; mittpunk-
ten pa sidan BC, sa kan vektorn AA1 ut-
tryckas i termer av /@ och 1@

A, = LAB + LAC,

Ay

AB

1
2

A 1AC

Vektorerna B och @ ar inte parallella, sa E ﬁ kan anvéndas
som en bas for det plan i vilket triangeln hgger Av mlttpunktsformeln

foljer dirmed att AA1 i denna bas har koordinaterna (1/2,1/2).
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Exempel

I ett exempel fran forra foreldasningen hér-
ledde vi mittpunktsformeln, som séger att
om ABC ér en triangel och A; mittpunk-

ten pa sidan BC, sa kan vektorn AA1 ut-
tryckas i termer av /@ och 1@
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AB

1
2
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Vektorerna B och @ ar inte parallella, sa E ﬁ kan anvéndas
som en bas for det plan i vilket triangeln hgger Av mlttpunktsformeln

foljer dirmed att AA1 i denna bas har koordinaterna (1/2,1/2).

Vilka koordinater har vektorn B? i samma bas?
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Exempel

I ett exempel fran forra foreldasningen hér-
ledde vi mittpunktsformeln, som séger att
om ABC ér en triangel och A; mittpunk-

ten pa sidan BC, sa kan vektorn AA1 ut-
tryckas i termer av /@ och 1@

A, = LAB + LAC,

Ay

AB

1
2

A 1AC

Vektorerna B och @ ar inte parallella, sa E ﬁ kan anvéndas
som en bas for det plan i vilket triangeln hgger Av mlttpunktsformeln
foljer dirmed att AA1 i denna bas har koordinaterna (1/2,1/2).

Vilka koordinater har vektorn B? i samma bas?

EftersomB?:ﬁ—zﬁ:(—1)-ﬁ+l-ﬁ,sz‘ihar3?

koordinaterna (—1,1) i basen (1@,1@)
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Exempel B

I ett exempel fran forra foreldasningen hér-
ledde vi mittpunktsformeln, som séger att Ay
om ABC ér en triangel och A; mittpunk-

ten pa sidan BC, sa kan vektorn AA1 ut- %B
tryckas i termer av AB och AC so C

;i;il = %;§j§ + %J@Eﬁ. A %Zii?

Vektorerna B och @ ar inte parallella, sa E ﬁ kan anvéndas
som en bas for det plan i vilket triangeln hgger Av mlttpunktsformeln
foljer dirmed att AA1 i denna bas har koordinaterna (1/2,1/2).

Vilka koordinater har vektorn B? i samma bas?

EftersomB?:ﬁ—zﬁ:(—1)-ﬁ+l-ﬁ,sz‘ihar3?

koordinaterna (—1,1) i basen (1@,1@)
Vilka koordinater har vektorn 1@7
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Exempel B

I ett exempel fran forra foreldasningen hér-
ledde vi mittpunktsformeln, som séger att Ay
om ABC ér en triangel och A; mittpunk-

ten pa sidan BC, sa kan vektorn AA1 ut- %B
tryckas i termer av AB och AC so C

;i;il = %;§j§ + %J@Eﬁ. A %Zii?

Vektorerna B och @ ar inte parallella, sa E ﬁ kan anvéndas
som en bas for det plan i vilket triangeln hgger Av mlttpunktsformeln
foljer dirmed att AA1 i denna bas har koordinaterna (1/2,1/2).

Vilka koordinater har vektorn B? i samma bas?

EftersomB?:ﬁ—zﬁ:(—1)-ﬁ+l-ﬁ,sz‘ihar3?

koordinaterna (—1,1) i basen (1@,1@)
Vilka koordinater har vektorn AB?  Svar: (1,0)
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Vektorer © rummet

Lat e, es och es vara vektorer i rummet som inte alla ligger i ett och
samma plan. (Detta utesluter att nagon av dem &r nollvektorn.)

Om M ér ett plan, i vilket e; och es ligger, sa kan alltsa inte ocksa eg
ligga i detta plan. Lat L vara en linje pa vilken es ligger.

L

€3

€1
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Vektorerna e; och es kan inte vara parallella. Efter vad vi sag tidigare
kan dérfor (e, ez) anvindas som en bas for planet M. Vidare ér e
en bas for linjen L.

€3

€1
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Vektorerna e; och ey kan inte vara parallella. Efter vad vi sag tidigare
kan dérfor (e, ez) anvindas som en bas for planet M. Vidare ér e
en bas for linjen L.

Lat nu v vara en godtycklig vektor i rummet. Vi kan da pa ett
entydigt sétt skriva v som en summa v = u + v3, dir w ligger i M
och v3 ligger pa L.

L
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Eftersom (ej, e3) dr en bas for M, finns entydigt bestdmda tal x;
och xo, sd att u = x1e; + zoes, enligt resonemanget kring vektorer
som ligger i ett plan.

U= x1€1 + Tr2e2

€1
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Eftersom (ej, e3) dr en bas for M, finns entydigt bestdmda tal x;
och xo, sd att u = x1e; + zoes, enligt resonemanget kring vektorer
som ligger i ett plan.

Motsvarande resonemang for vektorer som ligger pa en linje ger att
v3 = x3es, dir talet x3 dr entydigt bestamt.

L

U= x1€1 + Tr2e2

€1
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Detta ger att v pa ett entydigt sidtt kan skrivas
V=U-+vV3 =x1€1 + T2e3 + T3€3.

Vi séiger att (eq, es, e3) ér en bas for rummets vektorer, och att
(z1, 22, x3) dr koordinaterna for v 1 denna bas.

L

v =2zT1€1 + T2e2 + I3€3

u = x1€1 + r2€2

€1
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Ofta &r det underforstatt vilken bas (e1, ea, e3) for rummets vektorer
som anvinder sig av, och da brukar man kortare skriva

v = (x1,T2,23)

i stéllet for det mer korrekta v = xz1e1 + roes + x3e€3.

Pa samma skriver man kortare v = (x1,x2) for en vektor i planet, om
det &r underforstatt vilken bas man anvénder sig av dér.
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Exempel

I en kub, som den i figuren till hoger,
finns det fyra rymddiagonaler i form av
A—Ci', ﬁ, ﬁ och D—P} Vilka koordina-
ter har var och en av dessa vektorer i ba:
sen (e1,eq,e3),dire; = AB,es = A
och e3 = AE?

€3
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Exempel

I en kub, som den i figuren till hoger,
finns det fyra rymddiagonaler i form av
A—Ci', ﬁ, ﬁ och D—P} Vilka koordina-
ter har var och en av dessa vektorer i ba:
sen (e1,eq,e3),dire; = AB,es = A
och e3 = AE?

Vi kan t.ex. skriva

€3

€1

1@:ﬁ-ﬁ-B?-i—(ﬁ:el-i-eg—‘reg:1'61+1~62+1~637

si AG = (1,1,1) i basen (eq, ez, e3).
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Exempel F G

I en kub, som den i figuren till héger, Aes
finns det fyra rymddiagonaler i form av
A—Ci', ﬁ, CFE och D—P} Vilka koordina-
ter har var och en av dessa vektorer i ba: ——t ==
sen (e1,eq,e3),dire; = AB,es = A
och e3 = AE? €1

Vi kan t.ex. skriva
zﬁ:ﬁ‘i‘B?‘i‘(ﬁ:el‘i‘eg-‘reg:1~61+1~62+1'637

si AG = (1,1,1) i basen (ey, ez, e3). Vidare &r

BEF=BC+CC+GF=estes+(—e)=(—1)-e1+1-es+1-es,

vilket ger att BF = (—-1,1,1).
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BEF=BC+CC+GF=estes+(—e)=(—1)-e1+1-es+1-es,

vilket ger att BF = (—1,1,1). Pa liknande siitt inses att
CE = (-1,-1,1)
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Exempel

I en kub, som den i figuren till hoger,
finns det fyra rymddiagonaler i form av
A—Ci' ﬁ ﬁ och D—P} Vilka koordina-
ter har var och en av dessa vektorer i ba-
sen (e1,eq,e3),dire; = AB,es = A
och e3 = AE?

Vi kan t.ex. skriva

€3

€1

1@:ﬁ-ﬁ-B?-i—(ﬁ:el-i-eg—‘ng:1'61+1~62+1~637

si AG = (1,1,1) i basen (ey, ez, e3). Vidare &r

B?:B?‘FC@—FE%:GQ—FG?,-F(—

vilket ger att ﬁ
ﬁ = (_ )

och‘ﬁ (1,-1,1).

= —1>~61+1~62+1~63,

1,1,1). Pa liknande sétt inses att
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Genom att anvinda sig av baser och koordinater, far man nu enkla
och naturliga formler for hur man adderar /subtraherar vektorer eller
multiplicerar en vektor med ett tal.
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Genom att anvinda sig av baser och koordinater, far man nu enkla
och naturliga formler for hur man adderar /subtraherar vektorer eller
multiplicerar en vektor med ett tal.

Sats

Lat u och v vara vektorer i rummet och s ett reellt tal. Antag att

u = (x1,T2,23) och v = (y1,Y2,Yy3) & ndgon given bas for rummets
vektorer. Da blir koordinaterna for u 4+ v, u — v och su i samma bas

u+v=(r1+y1, 22 + Y2, 23 + y3),
u—-v= (xl —Y1,T2 — Y2,23 — yg) respektive

su = (sx1, sTa, ST3).
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Genom att anvinda sig av baser och koordinater, far man nu enkla
och naturliga formler for hur man adderar /subtraherar vektorer eller
multiplicerar en vektor med ett tal.

Sats

Lat u och v vara vektorer i rummet och s ett reellt tal. Antag att

u = (x1,T2,23) och v = (y1,Y2,Yy3) & ndgon given bas for rummets
vektorer. Da blir koordinaterna for u 4+ v, u — v och su i samma bas

u+v=(r1+y1, 22 + Y2, 23 + y3),
u—-v= (xl —Y1,T2 — Y2,23 — yg) respektive

su = (sx1, sTa, ST3).

Exempel
Antag att w = (1,2,3) och v = (—1,3,—2) i en given bas for rummets
vektorer. Da blir i samma bas

2u+3v = 2(1,2,3)+3(—1,3,-2) = (2,4,6)+(—3,9,—6) = (—1,13,0).
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Koordinatsystem

Med hjélp av en bas (e, ez, e3) kan vi uttrycka alla vektorer i
rummet. Ofta vill man ocksa kunna lokalisera punkter. Detta kan
goras pa foljande vis.

e Fixera en punkt O i rummet. Vi kallar denna punkt origo. Det &r
nu mojligt att lokalisera en godtycklig punkt P i rummet, genom
att med hjilp av vektorerna i basen (eq, ez, e3) ange hur den
ligger i forhallande till origo.
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Koordinatsystem

Med hjélp av en bas (e, ez, e3) kan vi uttrycka alla vektorer i
rummet. Ofta vill man ocksa kunna lokalisera punkter. Detta kan
goras pa foljande vis.

e Fixera en punkt O i rummet. Vi kallar denna punkt origo. Det &r
nu mojligt att lokalisera en godtycklig punkt P i rummet, genom
att med hjilp av vektorerna i basen (eq, ez, e3) ange hur den
ligger i forhallande till origo.

¢ Bilda ndmligen den sa kallade ortsvektorn for P. Med denna avses
den vektor som kan representeras av den riktade striackan O?
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nu mojligt att lokalisera en godtycklig punkt P i rummet, genom
att med hjilp av vektorerna i basen (eq, ez, e3) ange hur den
ligger i forhallande till origo.

¢ Bilda ndmligen den sa kallade ortsvektorn for P. Med denna avses
den vektor som kan representeras av den riktade striackan O?

o Eftersom (e, eq, e3) dr en bas for rummets vektorer, finns
entydigt bestdmda tal z1,xo, 3 sa att

O? =x1€e] + T2e + T3€3.
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nu mojligt att lokalisera en godtycklig punkt P i rummet, genom
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¢ Bilda ndmligen den sa kallade ortsvektorn for P. Med denna avses
den vektor som kan representeras av den riktade striackan O?

o Eftersom (e, eq, e3) dr en bas for rummets vektorer, finns
entydigt bestdmda tal z1,xo, 3 sa att

O? =x1€e] + T2e + T3€3.

e Med koordinaterna for punkten P menar vi koordinaterna fér P:s
ortsvektor, d.v.s. P = (z1, 22, 3).
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Koordinatsystem

Med hjélp av en bas (e, ez, e3) kan vi uttrycka alla vektorer i
rummet. Ofta vill man ocksa kunna lokalisera punkter. Detta kan
goras pa foljande vis.

Fixera en punkt O i rummet. Vi kallar denna punkt origo. Det &r
nu mojligt att lokalisera en godtycklig punkt P i rummet, genom
att med hjilp av vektorerna i basen (eq, ez, e3) ange hur den
ligger i forhallande till origo.

Bilda ndmligen den sa kallade ortsvektorn for P. Med denna avses
den vektor som kan representeras av den riktade striackan O?
Eftersom (eq, es, e3) dr en bas for rummets vektorer, finns
entydigt bestdmda tal z1,xo, 3 sa att

O? =x1€e] + T2e + T3€3.

Med koordinaterna for punkten P menar vi koordinaterna fér P:s
ortsvektor, d.v.s. P = (z1, 22, 3).

Vi siiger att (O, e, es, e3) ir ett koordinatsystem for rummet, och
att P har koordinaterna (x1,x2,x3) i detta koordinatsystem.
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Koordinatsystem

Med hjélp av en bas (e, ez, e3) kan vi uttrycka alla vektorer i
rummet. Ofta vill man ocksa kunna lokalisera punkter. Detta kan
goras pa foljande vis.

e Fixera en punkt O i rummet. Vi kallar denna punkt origo. Det &r
nu mojligt att lokalisera en godtycklig punkt P i rummet, genom
att med hjilp av vektorerna i basen (eq, ez, e3) ange hur den
ligger i forhallande till origo.

¢ Bilda ndmligen den sa kallade ortsvektorn for P. Med denna avses
den vektor som kan representeras av den riktade striackan O?

o Eftersom (e, eq, e3) dr en bas for rummets vektorer, finns
entydigt bestdmda tal z1,xo, 3 sa att

O? =x1€e] + T2e + T3€3.

e Med koordinaterna for punkten P menar vi koordinaterna fér P:s
ortsvektor, d.v.s. P = (z1, 22, 3).

e Vi siiger att (O, ey, es, e3) ir ett koordinatsystem {6r rummet, och
att P har koordinaterna (x1,x2,x3) i detta koordinatsystem.
Ovanstaende konstruktion kan givetvis dven genomforas for punkter i

planet.
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Exempel

Lat ABC vara en triangel i planet. Vi vil- e
jer tva av dess sidor ey = AB, e; = A

en bas for vektorerna och punkten O = A

som origo. Da far punkten B koordinater-

na (1, 0) i koordinatsystemet (A, e1, e2), ty

for ortsvektorn for B giller att ¢

€2
6523 = ;IE§ =1-e1+0-es. A

17(27)



Exempel

Lat ABC vara en triangel i planet. Vi vil-
jer tva av dess sidor ey = AB, e; = A

en bas for vektorerna och punkten O = A
som origo. Da far punkten B koordinater-
na (1, 0) i koordinatsystemet (A, e1, e2), ty
for ortsvektorn for B giller att ¢

€2
6523 = ;IE§ =1-e1+0-es. A

Vilka koordinater har B i koordinatsystemet (C,e;,e2)?.

€1
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Exempel

Lat ABC vara en triangel i planet. Vi vil-
jer tva av dess sidor ey = AB, e; = A

en bas for vektorerna och punkten O = A
som origo. Da far punkten B koordinater-
na (1, 0) i koordinatsystemet (A, e1, e2), ty
for ortsvektorn for B giller att ¢

€2
6523 = ;IE§ =1-e1+0-es. A

Vilka koordinater har B i koordinatsystemet (C, e, e3)?. I detta fall
tjanstgoér punkten O = C som origo, sa ortsvektorn for B blir

OB =CB=AB—AC = e, —es,

Alltsa har vi B = (1, —1) i koordinatsystemet (C, ey, ez).

€1
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Lingdrkombinationer

Definition (Linjérkombination)

Lat vy, vq, ..., v vara vektorer i rummet, och lat Ay, Ao, ..

reella tal. D& kallas vektorn
A1+ AU + -+ A

for en linjdrkombination av v1,va, ..., V.

., A vara

18(27)



Lingdrkombinationer

Definition (Linjérkombination)
Lat vy, vs, ..., v, vara vektorer i rummet, och lat A1, Ao, ..., Ay vara
reella tal. Da kallas vektorn

A1V1 + Aovo + -+ AU
for en linjdrkombination av v1,va, ..., V.

Exempel
I det tidigare exemplet med kuben sa uttryckte vi var och en av

rymddiagonalerna som en linjirkombination av basvektorerna
€1, ez, es. Till exempel hade vi

3?17614*624*63,

d.v.s. B.}% = Aey1 + does + Azes, dir Ay = —1 och Ay = A3 = 1.
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Definition (Linjért beroende)

En uppséttning vektorer vy, vs,...,vg, dir k > 2, sdges vara linjdrt
beroende, om nagon av dem kan skrivas som en linjarkombination av
de 6vriga. En ensam vektor vy &r linjdrt beroende om den &r lika med
nollvektorn.
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Definition (Linjért beroende)

En uppséttning vektorer vy, vs,...,vg, dir k > 2, sdges vara linjdrt
beroende, om nagon av dem kan skrivas som en linjarkombination av
de 6vriga. En ensam vektor vy ar linjdrt beroende om den &r lika med
nollvektorn.

Exempel

Lat w och v vara tva vektorer i rummet, och séitt w = 2u — 3v.
Eftersom w ju kan skrivas som en linjirkombination av w och v, sa ar
de tre vektorerna u, v och w linjért beroende.
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Definition (Linjért beroende)

En uppséttning vektorer vy, vs,...,vg, dir k > 2, sdges vara linjdrt
beroende, om nagon av dem kan skrivas som en linjarkombination av
de 6vriga. En ensam vektor vy ar linjdrt beroende om den &r lika med
nollvektorn.

Exempel

Lat w och v vara tva vektorer i rummet, och séitt w = 2u — 3v.
Eftersom w ju kan skrivas som en linjirkombination av w och v, sa ar
de tre vektorerna u, v och w linjért beroende.

Definition (Linjart oberoende)

En uppsiittning vektorer vy, va, ..., vg (dir k > 1) som inte ér linjért
beroende, séges vara linjdart oberoende.
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Sats
Vektorerna vy, va, ..., v dr linjdrt beroende, om och endast om det
finns reella tal A1, Ao, ..., Mg, som inte alla dr lika med 0, sa att

Aoy + Aovo + -+ Ao = 0.
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Sats
Vektorerna vy, va, ..., v dr linjdrt beroende, om och endast om det
finns reella tal A1, Ao, ..., Mg, som inte alla dr lika med 0, sa att

Aoy + Aovo + -+ Ao = 0.

For att bevisa denna sats, behover vi bevisa tva saker (pa grund av
frasen "om och endast om”):
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Sats
Vektorerna vy, va, ..., v dr linjdrt beroende, om och endast om det
finns reella tal A1, Ao, ..., Mg, som inte alla dr lika med 0, sa att

Aoy + Aovo + -+ Ao = 0.

For att bevisa denna sats, behover vi bevisa tva saker (pa grund av
frasen "om och endast om”):
1. Om vy, vq,...,vy ir linjirt beroende, sa finns det reella tal
A1, A2, ..., Ak, som inte alla &r lika med 0, och som uppfyller
)\1’1}1 —+ AQ'UQ “+ e+ )\k’l)k =0.
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Sats
Vektorerna vy, va, ..., v dr linjdrt beroende, om och endast om det
finns reella tal A1, Ao, ..., Mg, som inte alla dr lika med 0, sa att

Aoy + Aovo + -+ Ao = 0.

For att bevisa denna sats, behover vi bevisa tva saker (pa grund av
frasen "om och endast om”):
1. Om vy, vq,...,vy ir linjirt beroende, sa finns det reella tal
A1, A2, ..., Ak, som inte alla &r lika med 0, och som uppfyller
)\1’1}1 —+ AQ'UQ “+ e+ )\k’l)k =0.
2. Om det finns reella tal A1, Ao, ..., Ax, som inte alla &r lika med 0
och som uppfyller \jv| + Aovg + - -+ + Agvg = 0, 84 ar
v1,Vo,..., v ar linjart beroende.
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Bevis av 1: Antag att vy, vo, ..., v, ar linjart beroende. Vi ska bevisa
att det finns en linjarkombination A\jv; + Ajvg + -+ - + A\pvg som blir
nollvektorn, utan att alla A\i, Ao, ..., Ag &r noll.
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Bevis av 1: Antag att vy, vo, ..., v, ar linjart beroende. Vi ska bevisa
att det finns en linjarkombination A\jv; + Ajvg + -+ - + A\pvg som blir
nollvektorn, utan att alla A\i, Ag, ..., A &r noll. Eftersom

v1,V9,. ..,V ar linjart beroende, sa kan nagon av dessa k vektorer
skrivas som en linjarkombination av de évriga (enligt definitionen av
"linjért beroende”). Vi kan anta att detta géller for vy (skulle det inte
vara sa, kan vi alltid numrera om vektorerna sa att det blir pa detta
vis).
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Bevis av 1: Antag att vy, vo, ..., v, ar linjart beroende. Vi ska bevisa
att det finns en linjarkombination A\jv; + Ajvg + -+ - + A\pvg som blir
nollvektorn, utan att alla A\i, Ag, ..., A &r noll. Eftersom

v1,V9,. ..,V ar linjart beroende, sa kan nagon av dessa k vektorer
skrivas som en linjarkombination av de évriga (enligt definitionen av
"linjért beroende”). Vi kan anta att detta géller for vy (skulle det inte
vara sa, kan vi alltid numrera om vektorerna sa att det blir pa detta
vis). Alltsa finns tal us, us, ..., pr sa att

V1 = U2V2 + U3V3 + -+ LUk
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Bevis av 1: Antag att vy, vo, ..., v, ar linjart beroende. Vi ska bevisa
att det finns en linjarkombination A\jv; + Ajvg + -+ - + A\pvg som blir
nollvektorn, utan att alla A\i, Ag, ..., A &r noll. Eftersom

v1,V9,. ..,V ar linjart beroende, sa kan nagon av dessa k vektorer
skrivas som en linjarkombination av de évriga (enligt definitionen av
"linjért beroende”). Vi kan anta att detta géller for vy (skulle det inte
vara sa, kan vi alltid numrera om vektorerna sa att det blir pa detta
vis). Alltsa finns tal us, us, ..., pr sa att

V1 = U2V2 + U3V3 + -+ LUk

Men da blir v; — povg — u3vz — - - - — ukvE = 0, sa om vi sétter Ay = 1
och A\j = —p; for j = 2,3,...,k sa har vi hittat en linjéirkombination
av v1,vs, ..., Vg, som blir lika med nollvektorn, utan att alla

koefficienter A1, Az, ..., Ax dr noll (vi har ju atminstone A\; =1 # 0).
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Bevis av 2: Antag att det finns reella tal Ai, Ao, ..., Ak, inte alla lika
med noll, sa att

)\1’01 +)\2’02 —|——|—)\kvk =0.

Vi ska bevisa att vy, vs,. .., vy &r linjirt beroende, d.v.s. att nagon av
dessa vektorer kan skrivas som en linjarkombination av de ¢vriga.
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Bevis av 2: Antag att det finns reella tal Ai, Ao, ..., Ak, inte alla lika
med noll, sa att

)\1’01 +)\2’02 —|——|—)\kvk =0.

Vi ska bevisa att vy, vs,. .., vy &r linjirt beroende, d.v.s. att nagon av
dessa vektorer kan skrivas som en linjdrkombination av de 6vriga. Vi
vet att \; # 0 f6r minst ett i. Genom att eventuellt numrera om
vektorerna (och tillhérande koefficienter) kan vi anta att A; # 0.
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Bevis av 2: Antag att det finns reella tal Ai, Ao, ..., Ak, inte alla lika
med noll, sa att

)\1’01 +)\2’02 —|——|—)\kvk =0.

Vi ska bevisa att vy, vs,. .., vy &r linjirt beroende, d.v.s. att nagon av
dessa vektorer kan skrivas som en linjdrkombination av de 6vriga. Vi
vet att \; # 0 f6r minst ett i. Genom att eventuellt numrera om
vektorerna (och tillhérande koeflicienter) kan vi anta att A\; # 0. Da
blir

)\1’01 = —/\2’1)2 — /\3'1)3 — = )\k’Uk.
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Bevis av 2: Antag att det finns reella tal Ai, Ao, ..., Ak, inte alla lika
med noll, sa att

)\1’01 +)\2’02 ++)\kvk =0.

Vi ska bevisa att vy, vs,. .., vy &r linjirt beroende, d.v.s. att nagon av
dessa vektorer kan skrivas som en linjdrkombination av de 6vriga. Vi
vet att \; # 0 f6r minst ett i. Genom att eventuellt numrera om
vektorerna (och tillhérande koeflicienter) kan vi anta att A\; # 0. Da
blir

)\1’01 = —/\2’1)2 — /\3'1)3 — = )\k’Uk.

Eftersom A; # 0 kan vi dividera bada leden med Ay, vilket ger
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Bevis av 2: Antag att det finns reella tal Ai, Ao, ..., Ak, inte alla lika
med noll, sa att

)\1’01 +)\2’02 ++)\kvk =0.

Vi ska bevisa att vy, vs,. .., vy &r linjirt beroende, d.v.s. att nagon av
dessa vektorer kan skrivas som en linjdrkombination av de 6vriga. Vi
vet att \; # 0 f6r minst ett i. Genom att eventuellt numrera om
vektorerna (och tillhérande koeflicienter) kan vi anta att A\; # 0. Da
blir

)\1’01 = —/\2’1)2 — /\3'1)3 — = )\k’Uk.

Eftersom A; # 0 kan vi dividera bada leden med Ay, vilket ger

Har har vi lyckats skriva v; som en linjarkombination av
V3, Vs, ..., VU, vilket bevisar att vi,vo, ..., vy dr linjart beroende. [J

22(27)



Om man vill avgdra om en uppséttning av vektorer ar linjért beroende
eller linjért oberoende, sa dr den sats vi nyss har bevisat, d.v.s.

Sats
Vektorerna vy, va, ..., v dr linjdrt beroende, om och endast om det
finns reella tal Ay, Ao, ..., A\, som inte alla dr lika med 0, sa att

)\1’01 +)\2’02 ++)\kvk =0.

inte sa anviandbar, rent riknetekniskt. I regel anvinder man sig oftast
av foljande resultat:

Foljdsats

Vektorerna vy, va, ..., vy dr linjdrt oberoende, om och endast om

AV + Aoy + -+ A =0 — AM=X=...= X =0.
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Om man vill avgdra om en uppséttning av vektorer ar linjért beroende
eller linjért oberoende, sa dr den sats vi nyss har bevisat, d.v.s.

Sats
Vektorerna vy, va, ..., v dr linjdrt beroende, om och endast om det
finns reella tal Ay, Ao, ..., A\, som inte alla dr lika med 0, sa att

)\1’01 +)\2’02 ++)\kvk =0.

inte sa anviandbar, rent riknetekniskt. I regel anvinder man sig oftast
av foljande resultat:

Foljdsats
Vektorerna vy, va, ..., vy dr linjdrt oberoende, om och endast om
AV + Aoy + -+ A =0 — AM=X=...= X =0.

Med andra ord: Om det enda sittet att skriva nollvektorn som en
linjairkombination pa formen Ajv;i + Agwo + -+ - + A\pvy ar att vilja
A; = 0 for alla 4, sa &r v1,va, ..., v, linjart oberoende, i annat fall ar
de linjért beroende.
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Exempel

Vektorerna uy = (4, —1,—1), u2 = (3,2,0) och uz = (=3, -2, 1) har
alla sina koordinater givna i en och samma bas (e, ez, e3). Ar de
linjért beroende eller oberoende?
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Exempel

Vektorerna uy = (4, —1,—1), u2 = (3,2,0) och uz = (=3, -2, 1) har
alla sina koordinater givna i en och samma bas (e, ez, e3). Ar de
linjért beroende eller oberoende?

Lat A1, Ao, A3 vara tal sadana att A\ju; + Agus + Azug = 0. Sddana tal
finns; vi kan ju alltid védlja A\ = Ao = A3 = 0.
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Exempel

Vektorerna uy = (4, —1,—1), u2 = (3,2,0) och uz = (=3, -2, 1) har
alla sina koordinater givna i en och samma bas (e, ez, e3). Ar de
linjért beroende eller oberoende?

Lat A1, Ao, A3 vara tal sadana att A\ju; + Agus + Azug = 0. Sddana tal
finns; vi kan ju alltid vélja A\; = Ao = A3 = 0. Om detta ar det enda
sittet att véilja A1, Aa, A3 pa, sa ir wi, us, ug linjirt oberoende, i
annat fall linjart beroende.
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Exempel

Vektorerna uy = (4, —1,—1), u2 = (3,2,0) och uz = (=3, -2, 1) har
alla sina koordinater givna i en och samma bas (e, ez, e3). Ar de
linjért beroende eller oberoende?

Lat A1, Ao, A3 vara tal sadana att A\ju; + Agus + Azug = 0. Sddana tal
finns; vi kan ju alltid vélja A\; = Ao = A3 = 0. Om detta ar det enda
sittet att véilja A1, Aa, A3 pa, sa ir wi, us, ug linjirt oberoende, i
annat fall linjart beroende. Nu blir

Arug + Aot + Azug =0
s (4 =1, —1) + Aa(3,2,0) + Ag(—3, —2,1) = (0,0, 0)
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Exempel

Vektorerna uy = (4, —1,—1), u2 = (3,2,0) och uz = (=3, -2, 1) har
alla sina koordinater givna i en och samma bas (e, ez, e3). Ar de
linjért beroende eller oberoende?

Lat A1, Ao, A3 vara tal sadana att A\ju; + Agus + Azug = 0. Sddana tal
finns; vi kan ju alltid vélja A\; = Ao = A3 = 0. Om detta ar det enda
sittet att véilja A1, Aa, A3 pa, sa ir wi, us, ug linjirt oberoende, i
annat fall linjart beroende. Nu blir

Arug + Aot + Azug =0
<~ AM(4,-1,-1) 4+ X2(3,2,0) + A3(—3,-2,1) = (0,0, 0)
<~ (4)\1 4+ 3X2 — 33, = A1 + 23 — 2X3, — A1 + )\3) = (O, 0,0)
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Exempel

Vektorerna uy = (4, —1,—1), u2 = (3,2,0) och uz = (=3, -2, 1) har
alla sina koordinater givna i en och samma bas (e, ez, e3). Ar de
linjért beroende eller oberoende?

Lat A1, Ao, A3 vara tal sadana att A\ju; + Agus + Azug = 0. Sddana tal
finns; vi kan ju alltid vélja A\; = Ao = A3 = 0. Om detta ar det enda
sittet att véilja A1, Aa, A3 pa, sa ir wi, us, ug linjirt oberoende, i
annat fall linjart beroende. Nu blir

Arug + Aot + Azug =0
— M4,-1,-1)+ /\2(3, 2, 0) + /\3(—3, —2,1) =(0,0,0)
<~ (4)\1 4+ 3X2 — 33, = A1 + 23 — 2X3, — A1 + )\3) = (O, 0,0)
4N +3X3 — 33 =0
<— —A +2X —2X3=0
-1 + A3 =0.
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Exempel

Vektorerna uy = (4, —1,—1), u2 = (3,2,0) och uz = (=3, -2, 1) har
alla sina koordinater givna i en och samma bas (e, ez, e3). Ar de
linjért beroende eller oberoende?

Lat A1, Ao, A3 vara tal sadana att A\ju; + Agus + Azug = 0. Sddana tal

finns; vi kan ju alltid vélja A\; = Ao = A3 = 0. Om detta ar det enda
sittet att véilja A1, Aa, A3 pa, sa ir wi, us, ug linjirt oberoende, i
annat fall linjart beroende. Nu blir

Arug + Aot + Azug =0
— M4,-1,-1)+ /\2(3, 2, 0) + /\3(—3, —2,1) =(0,0,0)
<~ (4)\1 4+ 3X2 — 33, = A1 + 23 — 2X3, — A1 + )\3) = (O, 0,0)
4N +3X3 — 33 =0
<— —A +2X —2X3=0
-1 + A3 =0.

Vi far ett homogent ekvationssystem att losa (att det &r homogent
innebér att det dr nollor i alla hogerleden). Det visar sig att

A1 = A2 = A3 = 0 4r den enda losningen till detta ekvationssystem.
Alltsa ar wq, uo, us linjart oberoende.
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Anméirkning
Som bekant kan vi ju skriva ett linjart ekvationssystem pa
matrisform, AX = B, dér A &r koefficientmatrisen. Ekvationssystemet

AM1 +3X2 — 33 =0
“A1 + 20 —2X3=0
—)\1 + )\3:0

som vi fick i exemplet ovan har

4 3 -3
A=|-1 2 =2
-1 0 1

som koefficientmatris.
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Anméirkning
Som bekant kan vi ju skriva ett linjart ekvationssystem pa
matrisform, AX = B, dér A &r koefficientmatrisen. Ekvationssystemet

AM1 +3X2 — 33 =0
“A1 + 20 —2X3=0
—)\1 + )\3:0

som vi fick i exemplet ovan har

4 3 -3
A=|-1 2 =2
-1 0 1

som koefficientmatris.

Légg maérke till att kolonnerna i denna matris utgérs av koordinaterna
for ug = (4,—1,—-1), uz = (3,2,0) och ug = (—3,—2,1). Detta &r
ingen tillfallighet; det gar att bevisa att sa alltid blir fallet!
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Exempel

Avgor om uq = (1,—1,3), uz = (0,5,2) och uz = (2, 3,8) &r linjért
beroende eller oberoende. Koordinaterna antas vara givna i en och
samma bas.
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Exempel

Avgor om uq = (1,—1,3), uz = (0,5,2) och uz = (2, 3,8) &r linjért
beroende eller oberoende. Koordinaterna antas vara givna i en och
samma bas.

Vi behover 16sa det homogena ekvationssystemet AX = O, dér
kolonnerna hos A ér koordinaterna hos wy, us, us:

1 0 2 A1 0 A1 +2X3=0
-1 5 3 ]l =10 < —A1 + 5 +3X3=0
3 2 8 A3 0 3A + 222+ 83 =0
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Exempel

Avgor om uq = (1,—1,3), uz = (0,5,2) och uz = (2, 3,8) &r linjért
beroende eller oberoende. Koordinaterna antas vara givna i en och
samma bas.

Vi behover 16sa det homogena ekvationssystemet AX = O, dér
kolonnerna hos A ér koordinaterna hos wy, us, us:

1 0 2 A1 0 A1 +2X3=0
-1 5 3 ]l =10 < —A1 + 5 +3X3=0
3 2 8 A3 0 3A + 222+ 83 =0

Vi far hér att det finns oéndligt manga 16sningar, och att dessa kan
skrivas pa parameterform som

A= —2t
o= —t
3= &
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Exempel

Avgor om uq = (1,—1,3), uz = (0,5,2) och uz = (2, 3,8) &r linjért
beroende eller oberoende. Koordinaterna antas vara givna i en och

samma, bas.

Vi behover 16sa det homogena ekvationssystemet AX = O, dér
kolonnerna hos A ér koordinaterna hos wy, us, us:

1 0 2 A1 0 A1 +2X3=0
-1 5 3 ]l =10 < —A1 + 5 +3X3=0
3 2 8 A3 0 3A + 222+ 83 =0

Vi far hér att det finns oéndligt manga 16sningar, och att dessa kan

skrivas pa parameterform som

A= —2t
o= —t
3=t

For t.ex. t = —1 blir Ay =2, As =1, A3 = —1, och ddrmed

2u1 + ug — u3z = 0. Vi kan alltsa skriva ug som en linjarkombination

av w1 och us: ug = 2u; + ws; vektorerna &r linjart beroende.
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Foljande geometriska tolkningar kan goras, av att en uppséttning av
en eller flera vektorer ar linjirt beroende:

e En vektor &r linjart beroende om och endast om den ar
nollvektorn
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Foljande geometriska tolkningar kan goras, av att en uppséttning av
en eller flera vektorer ar linjirt beroende:

e En vektor &r linjart beroende om och endast om den ar
nollvektorn

e Tva vektorer ar linjéart beroende om och endast om de ar
parallella
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Foljande geometriska tolkningar kan goras, av att en uppséttning av
en eller flera vektorer ar linjirt beroende:
e En vektor &r linjart beroende om och endast om den ar
nollvektorn
e Tva vektorer ar linjéart beroende om och endast om de ar
parallella
e Tre vektorer &r linjart beroende om och endast om de &r
parallella med samma plan
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Foljande geometriska tolkningar kan goras, av att en uppséttning av
en eller flera vektorer ar linjirt beroende:

e En vektor &r linjart beroende om och endast om den ar
nollvektorn

e Tva vektorer ar linjéart beroende om och endast om de ar
parallella

e Tre vektorer &r linjart beroende om och endast om de &r
parallella med samma plan

e Fyra eller fler vektorer i rummet &r alltid linjért beroende.
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