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Riktade strackor

Definition (Riktad stricka)
Lat A och B vara tva punkter i rummet. Den riktade strickan fran A
till B skrivs /@ och illustreras med en pil.

B

AB
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Riktade strackor

Definition (Riktad strécka)
Lat A och B vara tva punkter i rummet. Den riktade strickan fran A
till B skrivs /@ och illustreras med en pil.

B

AB

A

En riktad stricka kan bestimmas entydigt genom att ange dess
e fotpunkt (punkten A ovan) — Var *borjar” strickan?
e riktning - At wilket héll ska vi forflytta oss fran fotpunkten?
o lingd — Hur langt ska vi ga i denna riktning?

Om punkterna A och B sammanfaller, far vi en sa kallad

nollstricka AA. Denna_l)mr lingden 0, men dock ingen riktning.
Observera att A # BA (savida inte A = B).
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Vektorer

Definition (Vektor)

Maingden av alla riktade strickor som har en och samma riktning och
dessutom en och samma ldngd, kallas fér en vektor.
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Vektorer

Definition (Vektor)

Maingden av alla riktade strickor som har en och samma riktning och
dessutom en och samma langd, kallas fér en vektor.

Exempel

De riktade strickorna E och C"ﬁ har

samma ldngd och riktning, och hor D

dérfor till samma vektor. Den riktade /

strackan ﬁ har langden men inte rikt- C B E

ningen gemensam med ﬁ och @, och / /
representerar dirmed en annan vektor.
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dérfor till samma vektor. Den riktade /

strackan ﬁ har langden men inte rikt- C B E
ningen gemensam med ﬁ och @, och / /
representerar dirmed en annan vektor. 4 F

I boken betecknas vektorer med bokstédver som u, v, w. For att
undvika forvixling mellan vektorer och tal, ser man i litteraturen
ibland att man skriver i fetstil: u, v, w, eller att man lagger till en

liten pil ovanfoér bokstaven: u, ¥, w. Vi kommer att anvénda oss av
beteckningen med fetstil i féreldsningsunderlagen.
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representerar dirmed en annan vektor. 4 F

I boken betecknas vektorer med bokstédver som u, v, w. For att
undvika forvixling mellan vektorer och tal, ser man i litteraturen
ibland att man skriver i fetstil: u, v, w, eller att man lagger till en

liten pil ovanfoér bokstaven: u, ¥, w. Vi kommer att anvénda oss av
beteckningen med fetstil i féreldsningsunderlagen.

Om en viss riktad stricka zﬁ hor till en viss vektor, sdger man ibland
(litet slarvigt) "vektorn AB.
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Liksom med riktade stréickor, brukar man illustrera vektorer med
hjélp av pilar. I och med att en vektor bestar av en massa riktade
strickor, som alla har riktningen och lingden gemensam, kan man
parallellforflytta varje sadan pil, utan att man &ndrar pa sjilva
vektorn.
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Liksom med riktade stréickor, brukar man illustrera vektorer med
hjélp av pilar. I och med att en vektor bestar av en massa riktade
strickor, som alla har riktningen och lingden gemensam, kan man
parallellforflytta varje sadan pil, utan att man &ndrar pa sjilva
vektorn.

Exempel

Pilarna nedan representerar alla en och samma vektor u, eftersom de
alla har samma riktning och langd.
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Definition (Lédngd och riktning av vektor)

e Lingden av en vektor u definieras som lingden av nagon av de
riktade striickor som tillhér w. Denna betecknas |u|. (En annan
vanligt forekommande beteckning dr ||u|.)
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Anmérkning

I boken anvénds beteckningen 0 fér nollvektorn, med risk for att den
kan forvixlas med talet 0. I litteraturen forekommer ibland
beteckningen 0 fér nollvektorn.
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vanligt forekommande beteckning dr ||u|.)

o Riktningen hos en vektor w definieras som riktningen hos nagon
av dess riktade stréckor.

Definition (Nollvektor)

Nollvektorn &r méngden av alla nollstrackor. Denna betecknas 0.

Anmérkning

I boken anvénds beteckningen 0 fér nollvektorn, med risk for att den
kan forvixlas med talet 0. I litteraturen forekommer ibland
beteckningen 0 fér nollvektorn.

Eftersom en nollstricka saknar riktning, saknar dven nollvektorn
riktning. Vad betréffar lingden av nollvektorn, sa dr givetvis |0] = 0.

6(15)



Addition av vektorer

Definition (Summa av vektorer)

Lat u och v vara tva vektorer. Lat AB vara en riktad stracka i w och
lat l% vara den riktade stréicka i v som har sin fotpunkt i /@:s spets
(d.v.s. i B). Med summan u + v av u och v menar vi den vektor som

innehaller den riktade striackan @ .
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Multiplikation av vektor med skaldr

Forutom att addera vektorer, kan vi &ven multiplicera en vektor u
med ett reellt tal s. I informella ordalag far vi da en ny vektor, vars
lingd (jamférd med u) har dndrats med en faktor som bestims av
storleken pa talet s. Om s > 0 har vektorn samma riktning som wu,
medan den har rakt motsatt riktning om s < 0.
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Absolutbeloppet av ett reellt tal s betecknas |s| och definieras som

5 s oms >0
s| =
—s om s <0.

Exempel

T och med att 4 > 0 sa &r |4]| = 4. Eftersom —3 < 0, sa &r
-8l =—(-3) =3

8(15)



Multiplikation av vektor med skaldr

Forutom att addera vektorer, kan vi &ven multiplicera en vektor u
med ett reellt tal s. I informella ordalag far vi da en ny vektor, vars
lingd (jamférd med u) har dndrats med en faktor som bestims av
storleken pa talet s. Om s > 0 har vektorn samma riktning som wu,
medan den har rakt motsatt riktning om s < 0.

Innan vi skriver upp den formella definitionen, behover vi klargora
begreppet absolutbelopp av ett tal, eftersom det kanske inte &dr bekant
sedan tidigare.

Absolutbeloppet av ett reellt tal s betecknas |s| och definieras som

5 s oms >0
s| =
—s om s <0.

Exempel
T och med att 4 > 0 sa &r |4]| = 4. Eftersom —3 < 0, sa &r
8= —(-3) =3

Vi kan tolka |s| geometriskt som avstandet mellan s och 0 pa den

reella tallinjen.
8(15)



Definition (Multiplikation av vektor med skalér)

Lat s vara ett reellt tal och lat uw vara en vektor. Om s # 0, sa menar
vi med su den vektor av lingd |s||u| som

e har samma riktning som v om s > 0

e har rakt motsatt riktning som w om s < 0.
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Definition (Multiplikation av vektor med skalér)

Lat s vara ett reellt tal och lat uw vara en vektor. Om s # 0, sa menar
vi med su den vektor av lingd |s||u| som

e har samma riktning som v om s > 0
e har rakt motsatt riktning som w om s < 0.

Om s = 0, sa definieras su som nollvektorn 0.

Exempel

2u

9(15)



Definition (Multiplikation av vektor med skalér)

Lat s vara ett reellt tal och lat uw vara en vektor. Om s # 0, sa menar
vi med su den vektor av lingd |s||u| som

e har samma riktning som v om s > 0
e har rakt motsatt riktning som w om s < 0.

Om s = 0, sa definieras su som nollvektorn 0.
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Definition (Multiplikation av vektor med skalér)
Lat s vara ett reellt tal och lat uw vara en vektor. Om s # 0, sa menar
vi med su den vektor av lingd |s||u| som

e har samma riktning som v om s > 0
e har rakt motsatt riktning som w om s < 0.

Om s = 0, sa definieras su som nollvektorn 0.

Exempel

2u

Vi ser att (—1)u ér lika lang som w men har motsatt riktning. Vi
kommer i fortsédttningen att beteckna denna vektor med —u.
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Definition (Parallella vektorer)
Lat u och v vara tva vektorer. Om det finns ett reellt tal s sadant att

u = sv,

sa séges u och v vara parallella.
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sa séges u och v vara parallella.

For att tva vektorer ska vara parallella maste de alltsa antingen ha
samma riktning eller helt motsatta riktningar. De kan dock vara olika
langa.

Exempel

Vektorerna u, v och w nedan ar sinsemellan parallella. Vektorn x &r
inte parallell med nagon av de andra vektorerna.

v
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Definition (Parallella vektorer)
Lat u och v vara tva vektorer. Om det finns ett reellt tal s sadant att

u = sv,

sa séges u och v vara parallella.

For att tva vektorer ska vara parallella maste de alltsa antingen ha
samma riktning eller helt motsatta riktningar. De kan dock vara olika
langa.

Exempel

Vektorerna u, v och w nedan ar sinsemellan parallella. Vektorn x &r
inte parallell med nagon av de andra vektorerna.

v

Observera att med ovanstaende definition sa far nollvektorn 0 en

sérstéllning. Vilka vektorer &dr nollvektorn parallell med? Lo(15)



Nagra riknelagar for vektorer

Sats (Rékneregler for vektorer)
Lat uw, v och w vara vektorer, samt s och t reella tal. Da gdller
i

(ii

(iii) u+ 0=wu

(v) s(tu) = (st)u
(vi

(vii) s(u+v) = su + sv

(i)
) u
)
(iv) u+v =0 om och endast om v = —u.
)
)1l-u=u

i)

)

(viii) (s+t)u = su +tu
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Nagra riknelagar for vektorer

Sats (Rékneregler for vektorer)

Lat uw, v och w vara vektorer, samt s och t reella tal. Da gdller

(i) ut+tv=v+u
(i) u+ (v+w)=(u+v)+w
(iii) u+ 0=wu
(iv) w4+ v =0 om och endast om v = —u
(v) s(tu) = (st)u
(vi) 1ru=mu
(vii) s(u+v) = su + sv

(viil) (s+t)u = su+tu

Med hénvisning till riknelag (iv) ovan, kan vi forutom addition dven
infora subtraktion av vektorer. Om w och v dr vektorer, sa definieras

differensen w — v som summan av vektorerna u och —v, d.v.s.
u—v=u+ (-v).
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Bevis for riknelagen u +v = v + u:

u
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Bevis for riknelagen u +v = v + u:
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Bevis for riknelagen u +v = v + u:
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Bevis for riknelagen u +v = v + u:

Vektorerna u + v och v + u innebéir samma forflyttning (ndrmare
bestdmt ldngs med diagonalen i den parallellogram som spéanns upp
av u och v).
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Exempel

Rita w — v i figuren nedan.

v
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Exempel

Rita w — v i figuren nedan.

v

e Eftersom u — v = u + (—v), ritar
u vi forst ut —w.
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Exempel

Rita w — v i figuren nedan.

v

e Eftersom u — v = u + (—v), ritar
vi forst ut —wv.

e Direfter ritar vi ut w = u + (—v).
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Exempel

Rita w — v i figuren nedan.

v

e Eftersom u — v = u + (—v), ritar
vi forst ut —wv.

e Direfter ritar vi ut w = u + (—v).

e Men vektorer kan ju
parallellforflyttas, sa w kan lika
girna ritas fran spetsen av v till
spetsen av w.
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Exempel

Rita w — v i figuren nedan.

v

e Eftersom u — v = u + (—v), ritar
u vi forst ut —w.

e Direfter ritar vi ut w = u + (—v).

e Men vektorer kan ju
parallellforflyttas, sa w kan lika
girna ritas fran spetsen av v till
spetsen av w.

Vi kan se u — v som den vektor w som uppfyller v + w = wu.
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Exempel (Mittpunktsformeln)
Lat ABC vara en triangel och A; mittpunkten pa sidan BC.

A
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Exempel (Mittpunktsformeln)

Lat ABC vara en triangel och A; mittpunkten pa sidan BC. Genom
att betrakta sidorna i triangeln som vektorer, sa far vi

1?411:1@4-@}11:/@4-%3?.

A
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Exempel (Mittpunktsformeln)

Lat ABC vara en triangel och A; mittpunkten pa sidan BC. Genom
att betrakta sidorna i triangeln som vektorer, sa far vi

AAy = AB + BA, = AB + 1 BC.

P4 samma gang &r BC = AC — AB (jamfor med foregaende
exempel),

Ay
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Exempel (Mittpunktsformeln)

Lat ABC vara en triangel och A; mittpunkten pa sidan BC. Genom
att betrakta sidorna i triangeln som vektorer, sa far vi

1?41:1@4-@}11:/@4-%3?.

P4 samma gang &r BC = AC — AB (jamfor med foregaende
exempel), vilket ger

Ay = AB + LBC = AB + L(AC — AB) = 1AB + LAC.

B

Ay

P

A 1AC
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Exempel (Mittpunktsformeln)

Lat ABC vara en triangel och A; mittpunkten pa sidan BC. Genom
att betrakta sidorna i triangeln som vektorer, sa far vi

1?411:1@4-@}11:/@4-%3?.

P4 samma gang &r BC = AC — AB (jamfor med foregaende
exempel), vilket ger

Ay = AB + LBC = AB + L(AC — AB) = 1AB + LAC.

—
Formeln AA; = %E + %ﬁ brukar kallas for mittpunktsformeln.
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Exempel

Med foregaende exempel i bagaget kan vi ge ett bevis for foljande
sats, himtad fran geometrin, med hjilp av vektorer:

Diagonalerna i en parallellogram skdr varandra mitt itu.
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Exempel

Med foregaende exempel i bagaget kan vi ge ett bevis for foljande
sats, himtad fran geometrin, med hjilp av vektorer:

Diagonalerna i en parallellogram skdr varandra mitt itu.

Lat ABCD vara en parallellogram, och lat M vara mittpunkten pa
den ena diagonalen AC'. Vi ska visa att M ocksa dr mittpunkt pa
diagonalen BD. Eftersom M &r mittpunkt pa strickan AC, sa ar

AM = L1AC.

Men & andra sidan ar z@ = B + B? = B + zﬁ, vilket ger

L(AB + AD). .
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Exempel
Med foregaende exempel i bagaget kan vi ge ett bevis for foljande
sats, himtad fran geometrin, med hjilp av vektorer:

Diagonalerna i en parallellogram skdr varandra mitt itu.

Lat ABCD vara en parallellogram, och lat M vara mittpunkten pa
den ena diagonalen AC. Vi ska visa att M ocksa dr mittpunkt pa
diagonalen BD. Eftersom M &r mittpunkt pa strickan AC, sa ar
—
AM = 1AC,

-2

Men & andra sidan ar z@ = B + B? = B + zﬁ, vilket ger

Fran mittpunktsformeln kdnner vi igen
detta som att M &r mittpunkten pa si-
dan BD i triangeln ABD. Alltsa delas
BD mitt itu av M, vilket vi ville bevisa.
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