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Matriser - Kort repetition

Definition (Matris)

En matris A med p rader och g kolonner ar ett rektangulért talschema
med foljande utseende:

ai; ai2 -+ QAlg

a1 G2 -t Qg
A pr—

ap1r Ap2 "'+ Qpg

Talen i sjélva schemat kallas matrisens element. Elementet pa rad i
och kolonn j betecknas a;;. Om en matris har p rader och ¢ kolonner,
sa séger vi att den dr av typen p X g, eller att den &r en p X g-matris.
Om p =1 har vi att géra med en radmatris, och om ¢ = 1 med en
kolonnmatris. Om p = ¢ = n sa ar matrisen kvadratisk av ordning n.
En diagonalmatris ar en kvadratisk matris, dér det for
matriselementen a;; géller att a;; = 0 om ¢ # j, d.v.s. samtliga
element utanfor den s.k. huvuddiagonalen (pa vilken elementen a;;
ligger) &r noll.
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Definition (Nollmatris, Enhetsmatris)

En matris vars samtliga element &r nollor kallas for en nollmatris. En

enhetsmatris &r en diagonalmatris med bara ettor i huvuddiagonalen
(ay; = 1 for alla 4):

01 0
E= ,
00 1

Definition (Summa av matriser)

Lat A= (aij)pxq och B = (bi;)pxq vara tva p x g-matriser. Summan
A+ B av A och B definieras som matrisen C = (¢;;)pxq, dér

Cij = aij + b”

Nér man adderar tva matriser, gor detta man elementvis.

4(25)



Definition (Multiplikation av matris med skaldr (tal))
Lat A = (aij)pxq och lat t vara ett reellt tal. Vi definierar produkten
av t och A som matrisen tA = (ta;;)pxq-

En matris multipliceras med ett tal, genom att multiplicera varje
element i matrisen med detta tal.

Definition (Matrisprodukt)

Lat A= (a;j)pxn 0ch B = (b;;)nxq. Vi definierar produkten AB som
den matris C = (¢;;)pxq, dér

Cij = anbij + aizbaj + aizbsj + - -+ + ainby;.

For att kunna berikna AB maéaste A ha lika manga kolonner som B
har rader. I sa fall kommer AB att bli en matris med lika manga rader
som A och lika manga kolonner som B.

Elementet ¢;; i produkten C = AB fas genom att multiplicera varje
element pa i:te raden i A med motsvarande element i j:te kolonnen

i B, och sedan summera alla dessa produkter.
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Sats (Rdkneregler for matrisrakning)

Lat A, B och C vara n X n-matriser och lat s och t vara reella tal. Lat
vidare O och E vara en nollmatris respektive enhetsmatris av typ
n X n. Da gdller

(s+t)A=sA+tA

o 5(tA) = (st)A

e A+( B+ () =(A+B)+C
e A+B=B+A

e A+ 0=A
e A+ (—A)=0, dir —A=(—1)A
e AE=EA=A

e A(BC) = (AB)C
e A(B+ C) = AB+ AC
(B+ C)A = BA+ CA.

Observera att multiplikation av matriser inte &r kommutativ; i
allménhet &r AB # BA.
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Transponering av matriser

Forutom att addera och multiplicera matriser, kommer vi ibland ha
nytta av att kunna transponera en matris.
Definition (Matristransponering)

Lat A = (ai;)pxq- Matrisen (aj;)qxp kallas da transponatet till A och
betecknas AT (i boken A'). Beteckningen AT lises som ”A-transponat”.

e Vi byter plats pa rader och kolonner for att fa transponatet till en
matris; raderna (kolonnerna) i A blir kolonnerna (raderna) i A™.

o [ litteraturen kan man hitta alternativa beteckningar for
transponatet till A, som t.ex. A", A™ eller *A. De #r inte sa
vanligt forekommande, men kan vara bra att kidnna till.
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Exempel

Transponaten till de olika matriserna

10 3
A:(Zé_g = 0 5 4
3 4 1
3 —1
c=| 4 D=( 1 2)
2 8
ges av
2 4 -1 0 3
AT=1 1 3 BT=( 0 5 4
1 2 3 4 1
5
r (310 -2 T
C—(—142 8) D‘é)

Ligg speciellt mirke till att B och BT &r samma matris.
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Matrisen B i det forra exemplet hade egenskapen att den var lika med
sitt eget transponat.

Definition
En matris A kallas symmetrisk om A = AT,

e Det &r endast kvadratiska matriser som kan vara symmetriska, ty
om A inte dr kvadratisk, sa kan A och AT inte vara lika; de &r ju
da inte ens av samma typ (om den ena &r av typ p X ¢, sa dr den
andra av typ ¢ X p).

o [ en symmetrisk matris géller att varje element, som ligger
ovanfoér huvuddiagonalen, har en ”spegelbild” som ligger under
huvuddiagonalen, och vice versa.

Sats (Rékneregler for transponering)
Lat A, B och C vara matriser och s ett reellt tal. Da gdller

(i

) (A+B)T =AT + BT
(ii) (sA)T = sAT
(iii) (AQ)T = CT AT (OBS. ordningsféljden!)
(iv) (AD)T = A,

forutsatt att matriserna dr av sadan typ att de olika summorna och

produkterna dr definierade. 25,
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Matrisinvers

Forra lektionen sag vi att varje linjért ekvationssystem
1121 + 01222 + ...+ ATy = by
a21%1 + G22%2 + ... + Q2 Tp = by
Ap1T1 + Ap2Ta + ... + AppTy = by

med hjélp av matriser kan ges den kompakta framstéllningen
AX = B, dar

a1x aiz -+ Qin T by

az1 G2 -+ Q2p T2 by
A= . . . , X= . och B=

apl Gp2 - Qpp Ty by

Matrisen A kallas for systemets koefficientmatris.
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Ett linjart ekvationssystem far alltsa pa matrisform utseendet av en
“linjar matrisekvation”

AX = B. (1)

Hir &r A (koefficientmatrisen) och B (en kolonnmatris) kénda
matriser, medan matrisen X dr en okdnd matris; dess element utgors
av de olika variablerna i ekvationssystemet.

Det ligger nira till hands att jimfora matrisekvationen (1) med en
vanlig linjar ekvation
ar = b,

dér a och b dr kinda tal. Om a # 0 sa har denna ekvation ju l6sningen
x=—,
a
som vi far genom att dividera bada leden med a.

Kan man ténka sig att nagot liknande dr majligt med
matrisekvationen (1); kan vi "dividera bada leden med A”?
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Nér vi loser ekvationen ax = b genom att dividera bada leden med a
(forutsatt att a # 0), sd &r det samma sak som att multiplicera bada
leden med a~*', eftersom

Sa istéllet for att "dividera” bada leden i matrisekvationen AX = B,
med matrisen A, kan vi kanske "multiplicera med bada leden med
matrisen A~”? Vad #r i sa fall A~! for slags matris?

Om vi jamfor med tal igen sa har vi ju att a™!-a =a-a~! = 1. Kan
vi Oversitta detta till "matrissprak”? Finns det en matris som beter
sig som talet 17 Ja, enhetsmatrisen E! Den uppfyller ju AE = EA=A
(om A och E har samma ordning), att jimféra med rikneregeln
a-1=1-a=a for tal. Alltsd ska vi leta efter en matris A~* som
uppfyller A~'A = AA"! = E.

Definition (Inverterbar matris; Invers matris)

En kvadratisk matris A séges vara inverterbar om finns en matris C

sadan att
AC = E och CA=E.

Vi kallar da C for en invers till A.
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Exempel
Matrisen

ar inverterbar, och en invers till A ges av

e (1 )
()5 )

1-241- (-1
(1 242 (— )

:@ (1)):5

och pa samma séatt BA = E.

Kan det finnas fler inverser till A ovan, férutom B?

ty

)+1-1
(1)+2~1>
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Sats

Antag att A dar en inverterbar matris. Da har A exakt en invers.
Bevis.

Antag att savil B som C ar en invers till A. Da géller AB=BA=E
och AC = CA = E. Vi ska visa att B = C. Detta foljer av att

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C. 0

Eftersom en inverterbar matris A bara kan ha en invers, kan vi tala
om den i bestamd form: inversen till A. Vi betecknar inversen till A
med A™L.
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Om en kvadratisk matris &r koefficientmatris till ett linjart
ekvationssystem, sa visar det sig att detta ekvationssystem har en
entydig 16sning, precis i det fall d4 matrisen i fraga &r inverterbar. Vi
formulerar detta som en sats:

Sats

Antag att ett linjdart ekvationssystem pa matrisform har utseendet
AX = B,

ddr A dr en kvadratisk matris och B en kolonnmatris. Da har detta
ekvationssystem en entydig losning, om och endast om A dr
inverterbar. Losningen ges da av

X=A"'B

En metod att berdkna inversen till en matris A &r att 16sa ett
ekvationssystem AX = Y med allmént hogerled Y. Om det &r l6sbart,
har vi att A™'Y = X, vilket vi kan tolka som ett ekvationssystem med
allméint hogerled X, i vilket A™! #r koefficientmatrisen.
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Exempel

Vi ska berdkna inversen till

A:

e )
NN W

1
0
-1

i den man denna existerar, och 16ser darfor ett ekvationssystem
AX = Y med allmént hogerled:

2r1 + w2 + 313 = Y1
T + 23 = Y2
T — To + 23 = Y3

Vi l6ser detta ekvationssystem med hjéilp av Gausselimination. Som
det ser ut nu, maste forsta ekvationen multipliceras med —1/2, om vi

med hjilp av denna vill eliminera x; fran andra och tredje ekvationen.

For att slippa brottas med braktal i vara rdkningar, multiplicerar vi
forst andra och tredje ekvationen med 2:
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21 + 22+ 3z3 =11

21’1 + 41’3 = 2y2 (

-1

21’1 — 2%2 + 41’3 = 2y3 D—
221 + w2+ 3w3= 1
= —Z2 + w3 = —Y1 + 2y
—3x2 + T3 = —Y1 + 2y3 1,3

201+ 2+ 3z3= Y1
< —T9 + r3 = —Y1 —+ 2y2
—2z3 = 2y1 — 6y2 + 2y3

Innan vi fortsitter eliminera variabler i vénsterleden, dividerar vi
bada leden i den sista ekvationen med —2:
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2r1 4+ a2+ 3x3= 1y1 — =3
T2+ T3=—y1 + 2 =1
m3:—y1+3y2—y3l

2r1 + T9 = 4dy; — Yy2 + 3y3 j
— —X2 = —Y2 + Y3
xz3=-y1+ 3Y2 — y3
21‘1 4y1 — 10y2 + 4y3
<= —T2 = —Y2 + Y3
x3=-y1+ 3y2 — Y3

Slutligen dividerar vi de forsta ekvationen med 2 och andra
ekvationen med —1:
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Vi far da
T1 = 2y1 — dy2 + 2y3
T2 = Y2 — Y3
r3=—y1 +3y2 — ys.

Koefficientmatrisen i hogerledet &r den sokta inversen till A:

2 -5 2
A= 0 1 -1
-1 3 -1

Det skadar aldrig att kontrollera att man réknat rétt, genom att
berikna AA~! eller A71A, for att se om svaret blir E. Utfor denna
kontroll fér exemplet ovan!
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Nir vi nu vil kénner till A™! kan vi 16sa ekvationssystemet AX = B
for vilket hogerled B som helst! Till exempel fas 16sningen till

2x1 + 29 + 3x3 =
Iy + 2$3 =-1 (2)
xr1 — T2 + 21‘3 = 4

(dér koefficientmatrisen &r just matrisen A ovan) genom att berikna
A"'B, dir

1
B=|-1
4
Vi far
2 =5 2 1 15
A'B= 0 1 —1]|[-1]=[-5
-1 3 -1 4 —8
Med andra ord sa har (2) 16sningen
Tr1 = 15
o = —5

Ir3 = —8&.
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Exempel

I ett exempel fran den forsta foreldsningen konstaterade vi att
ekvationssystemet
T1+ To—13=2
201+ 29 +2x3=3
dr1 + 329 — 23 =17

hade oéndligt méanga l6sningar (och om 7 byttes mot 4 i den tredje
ekvationens hogerled, sa blev det inga lsningar alls till systemet). Att
vi inte har entydig 16sning hér, beror pa att koefficientmatrisen

11 -1
A=1(2 1 1
4 3 -1

inte ar inverterbar. Detta kommer vi upptécka om vi férséker
beriikna A™', genom att 16sa AX = Y med allmént hogerled Y:
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T1+ T2 — T3 =11

201 + zp 3= Y2 172
4z1 + 339 — T3 = ys —,
1+ T2— T3= Y1

—x2 +3x3 = —2y1 + Y2

—3 + 3wz = —4y, + Y3 gl
T1+ X2— X3= Y1

—X9 —|— 3I3 = —2y1 + yg
0=-2y1 —y2 + ys

Vi far ett system utan variabler i vansterledet till den tredje
ekvationen. Det kan dérfor inte finnas en entydig 16sning; det blir
antingen ingen alls eller odndligt manga, beroende pa vilka virden
som ¥1, y2 och y3 har. For att det 6verhuvudtaget ska kunna finnas en
16sning, maste —2y; — y2 + y3 = 0 gélla (och i sa fall finns det i sjélva
verket oéindligt manga 16sningar). I exemplen fran den forsta
forelidsningen hade vi endera (y1,y2,y3) = (2,3,7) eller

(y1,92,y3) = (2,3,4). Viser att —2y; — yo2 + y3 = 0 &r uppfyllt i det
forstndmnda fallet.
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Néagra raknelagar for rikning med matrisinverser presenteras i
nedanstaende sats.

Sats
Lat A och B vara tva inverterbara matriser av samma typ och lat
s # 0 vara ett reellt tal. Dé dr matriserna A~*, AT, sA och AB ocksd
inverterbara, och
(i) (A_l)_1 =A
(i) (ANt =T
1
(iii) (sA)~t=-A"!
s
(iv) (AB)~' = B~*A™' (OBS: Ordningsféljden!)
Bevis av (iv).

Eftersom
(AB)(BT'A Y =ABB DA ' =AEA ' = AA = E

och med liknande rékningar (B~*A™)(AB) = E, sa éir B~'A™!
invers till AB. Eftersom en inverterbar matris bara kan ha en invers,
maste alltsa (AB)~! = B~'A™% O
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Vi rundar av med ett exempel som kan ses som en varning att det
inte bara dr att rdkna pa ”som vanligt” nér det géller algebra med
matriser.

Exempel

Givet de tre matriserna

2 -1 2 1 -1 4
A<_1 2), B<3 2) och c( ! _2),
16s matrisekvationen
AX = AB + CA.

Losning.
Héar kénns det frestande att bryta ut A i hogerledet och sedan
forkorta:

AX=AB+CA = AX=AB+(C) = X:B+C:<1 5>.

3 0

Denna l6sning dr dock felaktig! (Varfor?)
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Istéllet resonerar vi pa foljande vis: Om A vore inverterbar, sa kan vi
multiplicera bada leden i ekvationen AX = AB + CA fran vdinster
med A™'. Vi fir da
ATTAX = AY(AB + CA)
= EX=A"T'AB+A"'CA
= X=B+A'CA

Nu visar det sig att A faktiskt dr inverterbar, och att

121
At =21 2)

Visa detta som en 6vning! Efter litet rikningar (fyll i detaljerna pa
egen hand) far vi att

_ 1/-8 25
— 1 —
X=B+A CA_3(_1 23).

Felet vi gor oss skyldiga till i det forsta 1osningsforslaget ar att rikna
som om CA och AC vore samma matris, vilket de inte dr! Man maste i
allménhet ocksa vara forsiktig med att férkorta: Aven om AB = AC
sa dr det inte alls sikert att B = C (savida inte A dr inverterbar).
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