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Linjdra ekvationssystem

Definition (Linjér ekvation)

Lat ay,as, ..., a, och b vara kiinda tal. En linjir ekvation med n
obekanta (eller variabler) xy,xa, ..., x, kan skrivas

ai1ry + asxy + -+ apx, = b.

Talen aq,as,...,a, kallas for respektive variabels koefficient.
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a171 + e + - - - + apxy, = b.
Talen aq,as,...,a, kallas for respektive variabels koefficient.

Exempel

® Ekvationen 3x1 + o2 — 5x3 = 12 ar en linjar ekvation med tre
variabler (eller obekanta) x1, xo och x3. Koefficienterna for dessa
variabler &r i tur och ordning 3, 1 och —5.
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e Ekvationen 7z + 2x2x3 = 4 har ocksa tre variabler, men den &r
inte linjédr, pa grund av termen 2zox3.
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Linjdra ekvationssystem

Definition (Linjér ekvation)
Lat ay,as, ..., a, och b vara kiinda tal. En linjir ekvation med n
obekanta (eller variabler) xy,xa, ..., x, kan skrivas

a171 + e + - - - + apxy, = b.
Talen aq,as,...,a, kallas for respektive variabels koefficient.

Exempel

® Ekvationen 3x1 + o2 — 5x3 = 12 ar en linjar ekvation med tre
variabler (eller obekanta) 1, x2 och 3. Koefficienterna for dessa
variabler &r i tur och ordning 3, 1 och —5.

e Ekvationen 7z + 2x2x3 = 4 har ocksa tre variabler, men den &r
inte linjédr, pa grund av termen 2zox3.

® Ekvationen z1 + 3x2 — 3 + /x4 = 0 &r inte heller linjir, pa
grund av termen ,/zj.
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Definition (Losning till linjér ekvation)

Med en ldsning till en linjar ekvation
a1z + asxa + -+ apT, =b

avses en uppsittning av viarden pa variablerna x4, zo, . .., x, som
uppfyller ekvationen.
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Med en ldsning till en linjar ekvation
a1z + asxa + -+ apT, =b

avses en uppsittning av viarden pa variablerna x4, zo, . .., x, som
uppfyller ekvationen.

Exempel
Ekvationen
3x+y=6 (1)

ar en linjar ekvation i tva variabler x och y. En 16sning till denna
ekvation gesavax =1, y = 3.
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avses en uppsittning av viarden pa variablerna x4, zo, . .., x, som
uppfyller ekvationen.

Exempel
Ekvationen

3r+y=6 (1)
ar en linjar ekvation i tva variabler x och y. En 16sning till denna

ekvation ges av x = 1, y = 3. En annan l6sning &r z = 0, y = 6. Finns
det fler 16sningar? Hur manga finns det?
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Definition (Losning till linjér ekvation)

Med en ldsning till en linjar ekvation
a1z + asxa + -+ apT, =b

avses en uppsittning av viarden pa variablerna x4, zo, . .., x, som
uppfyller ekvationen.

Exempel

Ekvationen
3z+y=6 (1)

ar en linjar ekvation i tva variabler x och y. En 16sning till denna
ekvation ges av x = 1, y = 3. En annan l6sning &r z = 0, y = 6. Finns
det fler 16sningar? Hur manga finns det?

Om vii (1) 16ser ut y, far vi

y = —3x + 6,

vilket vi kan tolka som ekvationen for en rét linje. Varje punkt pa
denna linje svarar mot en 16sning till (1) och tvirtom. Det finns alltsa
oandligt manga l6sningar!
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Definition (Linjart ekvationssystem)
Ett linjdrt ekvationssystem med n obekanta och p ekvationer kan

skrivas
a1121 + a12T2 + ... + a1, = by
(2121 + G22%2 + ... + QapTy = b

Ap1 %1 + Ap2Z2 + ... + AppTy = bp.

Koefficienten a;; finns framfér variabeln z; i ekvation nummer 7. En
losning till ekvationssystemet dr en uppsittning av virden pa
variablerna x1, zo, ..., x, som uppfyller alla ekvationerna samtidigt.
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Exempel
Ekvationssystemet

r—y=1
3z —y=

Tr =
y=0.

har 16sningen

Finns det fler 16sningar?
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Exempel

Ekvationssystemet

r—y=1
3r —y=3

r=1
{y =0.
Finns det fler 16sningar?
Nej, ty om man loser ut y ur bada ekvationerna, far man y =z — 1
respektive y = 3z — 3. Dessa tva rita linjer har en enda gemensam
skdrningspunkt (1,0) (rita i ett koordinatsystem!), sa x =1, y = 0 &r
den enda gemensamma losningen till de bada ekvationerna i systemet.

har 16sningen
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Exempel

Ekvationssystemet
T+ y=2
20 + 2y =6

saknar 16sning.
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Exempel

Ekvationssystemet
T+ y=2
20 + 2y =6

saknar 16sning.

Léser man ut y ur bada ekvationerna far man y = —z + 2 respektive
y = —x + 3. Dessa tva linjer &r parallella (samma riktningskoefficient;
k = —1); det saknas skdrningspunkter och dérmed lsningar till
ekvationssystemet. (Rital)
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Exempel

Ekvationssystemet
T+ y=2
20 + 2y =6

saknar 16sning.

Léser man ut y ur bada ekvationerna far man y = —z + 2 respektive
y = —x + 3. Dessa tva linjer &r parallella (samma riktningskoefficient;
k = —1); det saknas skdrningspunkter och dérmed lsningar till
ekvationssystemet. (Rital)

Exempel
Hur manga 16sningar har ekvationssystemet

e —2y= 4
2+ y=-27
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Exempel
Ekvationssystemet
T+ y=2

20 + 2y =6
saknar 16sning.
Léser man ut y ur bada ekvationerna far man y = —z + 2 respektive
y = —x + 3. Dessa tva linjer &r parallella (samma riktningskoefficient;
k = —1); det saknas skdrningspunkter och dérmed lsningar till
ekvationssystemet. (Rital)

Exempel
Hur manga 16sningar har ekvationssystemet

e —2y= 4
2+ y=-27

Bada ekvationerna svarar mot den réta linjen y = 2z — 2. Samtliga
punkter pa denna linje svarar mot en 16sning av ekvationssystemet;
det finns alltsa odndligt manga l6sningar.
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Gausselimination

Tva ekvationssystem som har samma l6sningar séiges vara ekvivalenta.
Ekvivalenta ekvationssystem kan dock se véldigt olika ut.
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Gausselimination

Tva ekvationssystem som har samma l6sningar séiges vara ekvivalenta.
Ekvivalenta ekvationssystem kan dock se véldigt olika ut.

Givet ett ekvationssystem, sa far man ett till detta ekvivalent system,
om man

® indrar ordningsfoljden pa ekvationerna i systemet

® multiplicerar nagon av ekvationerna med ett tal som ej &r 0

e till en ekvation adderar en (multipel av en) annan ekvation.

Man kan l6sa ett ekvationssystem genom att successivt bilda andra
ekvivalenta ekvationssystem, som &dr alltmer ”lattare” att 16sa.
Gausselimination, &ven kallat successiv elimination, dr en generell
metod for att genomfora detta.
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Exempel

Los ekvationssystemet

r1+ x2+2x3=3
T+ 290+ z3=4

2x1‘+ T2 + T3 =35.
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Exempel

Los ekvationssystemet

1+ T2+ 2x3=3
T+ 290+ z3=4

2$1+ 9 + Z3:5.

Med hjélp av Gausselimination far vi

xr1 + $2+2$3:31
1+ 229 + 3 =42
2(E1+ xro + (E3:5
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Exempel

Los ekvationssystemet

1+ To 4+ 2x3=3
T+ 290+ z3=4

2$1+ 9 + CU3:5.

Med hjélp av Gausselimination far vi

xr1 + $2+2$3:3j
1+ 229 + 3 =42 <—

2(E1+ Tro + ‘753:5‘;,2

1+ X2+ 223

T2 — I3
—ZTo — 3253
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Exempel

Los ekvationssystemet
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Exempel

Los ekvationssystemet

1+ To 4+ 2x3=3
T+ 290+ z3=4
2$1+ 9 + CU3:5.

Med hjélp av Gausselimination far vi

xr1 + $2+2$3:3j T+ a9 +2x3= 3
1+ 229 + 3 =42 < To — T3z = lj
2(E1+ CL’2+ ‘753:5‘;72 7$273(E3:71 T

1+ 22+ 223=23

— XTo — 3 =1

74%3 =0.
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Exempel

Los ekvationssystemet

1+ To 4+ 2x3=3
T+ 290+ z3=4
2$1+ 9 + $3:5.

Med hjélp av Gausselimination far vi

T+ o+ 223=3 T+ a9 +2x3= 3
IZ?1+2SC2+ I3:4 1 < To9 — X3 = lj
2(E1+ CL’2+ T3 = D 7$273(E3:71 T

1+ 22+ 223=23

— XTo — 3 =1

74%3:0.

Genom att successivt eliminera ("plocka bort”) variabler fran andra
och tredje ekvationen, har vi nu fatt ett ekvationssystem som &ar
ekvivalent med det ursprungliga, men dér det ar betydligt ldttare att
hitta 16sningen.
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T, + a2+ 2x3=3
To — T3 = 1
—41‘3 =0
Fran den tredje ekvationen ser vi ndmligen direkt att g = 0, vilket
insatt i den andra ekvationen ger x5 = 1. Sétter vi slutligen zo = 1
och z3 = 0 i den forsta ekvationen, far vi x; = 2.
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T, + a2+ 2x3=3
To — T3 = 1
—41‘3 =0
Fran den tredje ekvationen ser vi ndmligen direkt att g = 0, vilket
insatt i den andra ekvationen ger x5 = 1. Sétter vi slutligen zo = 1
och z3 = 0 i den forsta ekvationen, far vi x; = 2.
Sammanfattningsvis kan vi skriva l6sningen till ekvationssystemet som

Tr1 = 2
ro = 1
x3:0.
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T, + a2+ 2x3=3
To — T3 = 1
—41‘3 =0
Fran den tredje ekvationen ser vi ndmligen direkt att g = 0, vilket
insatt i den andra ekvationen ger x5 = 1. Sétter vi slutligen zo = 1
och z3 = 0 i den forsta ekvationen, far vi x; = 2.
Sammanfattningsvis kan vi skriva l6sningen till ekvationssystemet som

.1‘122
332:1
x3:0.

Exempel

Om vi avser att 16sa ekvationssystemet

T2 72(133: 3
xr1 + 2{E2 — I3 =
201 + 3x9 + x3=-—1

[\)

pa samma sitt som i det forra exemplet, sa gar det inte, eftersom x4
saknas i den forsta ekvationen.
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Vi kan dock byta plats pa t.ex. den forsta och den andra ekvationen,
och dérefter fortsétta som ovan:

1'2—2.’E3: 3 QC1+2£L'2— T3 — 2
1+ 229 — 3= 2 < To — 213 =
2rx1 + 329 + x3 -1 201 + 3x2 + x3

I
|
— W

11(30)



Vi kan dock byta plats pa t.ex. den forsta och den andra ekvationen,

och darefter fortsitta som ovan:

o — 2.’E3
T, + 29 — 23
2rx1 + 329 + x3

3
2
-1

—

$1+2£L'2— T3 —
$2—2$3_

201 + 3x2 + x3

2
3
-1

|

-2
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Vi kan dock byta plats pa t.ex. den forsta och den andra ekvationen,
och dérefter fortsétta som ovan:
1'2—2.’E3: 3 $1+2£IJ2—CE3: 2
1+ 209 — 3= 2 < Ty — 2x3 = 3] <
21 4+ 3x9 + x3=—1 21 + 3z + 73 = —1 =,

xr1 + 21’27 T3 =
$2—2$3: 3
—29 + 3x3 = —H

[\V]
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Vi kan dock byta plats pa t.ex. den forsta och den andra ekvationen,
och dérefter fortsétta som ovan:

1'2—2.’E3: 3 $1+2£L'2— T3 — 2
1+ 220 — 3= 2 <~ Ty — 2x3 = 3] =
21 + 322 + 3 =-—-1-—,

201 + 329 + x3=-—1

£B1+2£L’27CE3: 2 1'14*2.%271'3: 2
To — 213 = 3] < To —2x3= 3
—x9 + 3x3 = —H 7 T3 = —2.

Detta ekvationssystem kan vi nu 16sa genom att sétta in x3 = —2 i

den andra ekvationen for att fa ut zs, 0.s.v.
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Vi kan dock byta plats pa t.ex. den forsta och den andra ekvationen,
och dérefter fortsétta som ovan:
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1+ 220 — 3= 2 <~ Ty — 2x3 = 3] =
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den andra ekvationen for att fa ut zs, 0.s.v.
Men vi kan ocksa fortsidtta med att eliminera variabler pa foljande vis:

T+ 2190 — x3= 2 = T + 229 e 0j2
To — 2x3 = 312 = T =_

r3 = £C3:—2

11(30)



Vi kan dock byta plats pa t.ex. den forsta och den andra ekvationen,

och darefter fortsitta som ovan:

1'2—2.’E3: 3 $1+2£L'2— T3 — 2
1+ 229 — 3= 2 < To — 213 = 3] <~
201 + 329 + x3=-—1 21 + 3z + 73 = —1 =,
£L’1+2$27CE3: 2 1'14*2.%271'3: 2
To — 213 = 3] < To —2x3= 3
—x9 + 3x3 = —H 7 T3 = —2.
Detta ekvationssystem kan vi nu 16sa genom att sétta in x3 = —2 i

den andra ekvationen for att fa ut zs, 0.s.v.

Men vi kan ocksa fortsidtta med att eliminera variabler pa foljande vis:

T+ 2190 — x3= 2 2+ T + 234 = 0_2
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Exempel

Los ekvationssystemet

T1+ To—T3=2
201 + x99+ 23 =3

4$1 +3$2 — X3 =4.
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Exempel

Los ekvationssystemet

T1+ To—T3=2
201 + x99+ 23 =3
4$1+3$2*LL‘3:4.

Successiv elimination ger
xr1 + $27x3:2j 1+ X9 — x3= 2
-2

201+ x99+ 23 =3 < —x9 + 3x3 = —1
dxy + 3x9 — x3 =4 —4 —x9 + 3x3 =

|
I
~
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Exempel
Los ekvationssystemet

T1+ To—T3=2
201 + x99+ 23 =3
4$1+3$2*LL‘3:4.

Successiv elimination ger

xr1 + 1727‘%3:2
2$1+ £C2+$3:3
4x1 + 319 — 23 =4

]

—4

1+ X9 — Tz = 2
—x2 + 3(E3 =-—1
—x9 + 3x3 = —4.

Vi far ett ekvationssystem, dér de tva sista ekvationerna motséger
varandra; —xo 4+ 323 kan inte bade vara lika med —1 och —4.

Ekvationssystemet saknar déarfor 16sning.
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Exempel

Betrakta samma ekvationssystem som i det forra exemplet, sandr som
pa att hogerledet i den sista ekvationen &dndras fran 4 till 7:

T1 + To — x3 =2

21‘1+ $2+$3:3
4x1+3x2—:r3:7
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Exempel

Betrakta samma ekvationssystem som i det forra exemplet, sandr som
pa att hogerledet i den sista ekvationen &dndras fran 4 till 7:

1 + $2—$3=2j T1+ T — x3= 2
201 + 292 + 23 =3, <~ —xo + 3x3 = —1
41’14’3%2-1’3:7%4 —(E2+3€E3:—1.

Den hir gangen far vi ett ekvationssystem, dér den andra och tredje
ekvationen séger precis samma sak! Vi kan dérfor lika gérna stryka
den sista ekvationen, eftersom den inte tillfér nagon ny information:

1+ X9 — 3= 2
—x9 + 3x3 = —1.
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Exempel

Betrakta samma ekvationssystem som i det forra exemplet, sandr som
pa att hogerledet i den sista ekvationen &dndras fran 4 till 7:

1 + $2—$3=2j T1+ T — x3= 2
201 + 292 + 23 =3, <~ —xo + 3x3 = —1
41’14’3%2-1’3:7%4 —(E2+3$3:—1.

Den hir gangen far vi ett ekvationssystem, dér den andra och tredje
ekvationen séger precis samma sak! Vi kan dérfor lika gérna stryka
den sista ekvationen, eftersom den inte tillfér nagon ny information:

1+ X9 — 3= 2
—x9 + 3x3 = —1.

Detta &r ett ekvationssystem med odndligt manga losningar, ty for
varje viarde som vi tilldelar =3, t.ex. z3 = ¢, far vi ndmligen fran den
andra ekvationen att xo = 1 4+ 3t. Med w9 = 1 + 3t och x3 = t insatt i
den forsta ekvationen, blir slutligen 1 = 1 — 2t¢.
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Vi sammanfattar: Ekvationssystemet
T1 + To — x3 =2
2171 + X2+ Ir3 = 3
4:C1+3£E2—1’3:7

har odndligt manga l6sningar, och dessa kan tecknas pa formen

1’1:172t
To =1+ 3t
T3 = t,

dér t dr ett godtyckligt reellt tal. For varje virde pa t far vi en 1osning
till ekvationssystemet, for t.ex. ¢ = 2 far vi l6sningen

(21,29, 23) = (—3,7,2). Vi kallar ¢ for en parameter och séger att
losningen till ekvationssystemet ér enparametrig (eftersom vi behdver
just en parameter {6r att skriva upp lésningen).
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Vi sammanfattar: Ekvationssystemet
T1 + To — x3 =2
2171 + X2+ Ir3 = 3
4:C1+3£E2—1’3:7

har odndligt manga l6sningar, och dessa kan tecknas pa formen

1’1:172t
To =1+ 3t
T3 = t,

dér t dr ett godtyckligt reellt tal. For varje virde pa t far vi en 1osning
till ekvationssystemet, for t.ex. ¢ = 2 far vi l6sningen

(21,29, 23) = (—3,7,2). Vi kallar ¢ for en parameter och séger att
losningen till ekvationssystemet ér enparametrig (eftersom vi behdver
just en parameter {6r att skriva upp lésningen).

Man kan dven stota pa losningar som dr tvaparametriga,
treparametriga, o.s.v., beroende pa hur manga parametrar man
behover for att teckna losningen. Allmént: om m parametrar behovs,
sger man att man har en m-parametrig l6sning.
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Exempel

Vi ger ett exempel pa ett ekvationssystem, dér det visar sig att

I6sningen &r tvaparametrig:

1 — 229 + 33 + 224
2Z1 +'3$2‘* I3 4’3$4
4{E1 — T2+ 5(E3 + 4
3x1 4+ 8xo — Hrs — 8xy

N O~

15(30)



Exempel

Vi ger ett exempel pa ett ekvationssystem, dér det visar sig att

I6sningen &r tvaparametrig:

2x1 + 3x9

71’2

71‘2
14332

T, — 2x9 + 33 + 224 =

XT3 73()’]4:

dxy — o+ D23+ 24 =
3x1 4+ 8xy — Hrs — 8xy =

T — 2x9+ 3x3+ 214

7.’£3 — 7(E4
71}3 — 7$4
14%3 - 141}4

4
1,

99—y
—92 —
= 4
= —7
= -7
= —14.
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Exempel
Vi ger ett exempel pa ett ekvationssystem, dér det visar sig att
I6sningen &r tvaparametrig:

T, — 2x9 + 33 + 224 = 4<J
21’1+3’I’27 IE3*3IL’4: 1 o
4%1—1’2+5(E3+ Ty = 9 4
3x1 4+ 8xy — Hrs — 8xry = —2 3
T, — 29+ 3x3+ 2x4= 4
Txo — Txg — Txy= -7
71‘2 — 71}3 — 7$4 = -7
14.%2 - 14%3 - 141}4 = —14.
De tre sista ekvationerna ar alla ekvivalenta med zo — x3 — x4 = —1.
Vi kan dérfor vélja x3 och x4 godtyckligt, sig x5 = s och x4 =t. Da
blir 9 = -1+ 23 + x4 = —1 + s + ¢t. Fran den forsta ekvationen fas
slutligen

X1 =442w9 — 33— 204 =4+2(-1+s+t)—3s—2t=2—s.
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Vi sammanfattar: Ekvationssystemet

T1 — 220 +3x3 + 224 = 4
201 + 329 — x3 —3x4= 1
4y — o+ bx3+ 4= 9
31’1+8.’E2—51’3—8£L‘4:—2

har odndligt manga 16sningar, vilka kan beskrivas av den
tvaparametriga framstéallningen

1= 2-—35
To=—-1+s+1
T3 = S
Ty = t,

dér s och t dr godtyckliga reella tal. (Varje val av s och ¢ ger en
losning till ekvationssystemet. )
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Om antalet losningar till ett linjdrt ekvationssystem

I de exempel vi studerat, har ett linjért ekvationssystem antingen haft
exakt en 16sning, odndligt manga losningar eller inga 16sningar alls.
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Om antalet losningar till ett linjdrt ekvationssystem

I de exempel vi studerat, har ett linjért ekvationssystem antingen haft
exakt en 16sning, odndligt manga losningar eller inga 16sningar alls.

Man kan bevisa att detta géller allmént:
Sats
Ett lingart ekvationssystem har antingen
® en entydig l6sning
® odndligt manga losningar

® inga losningar.
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Exempel

Undersok for vilka virden pa konstanterna a och b som

T4+ ay —2z2=3
2+ y—3z=10
—x + z=1
har
® exakt en 16sning
® o#indligt manga losningar

® ingen 16sning alls.
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Exempel

Undersok for vilka virden pa konstanterna a och b som

T4+ ay —2z2=3
2+ y—3z=10
—x + z=1

har

® exakt en 16sning

® o#indligt manga losningar

® ingen 16sning alls.
Om vi I6ser detta ekvationssystem med hjilp av Gausselimination,
och t.ex. anvénder den forsta ekvationen for att eliminera x fran de
bada andra, kommer konstanten a att "fororena” dessa tva ekvationer,
vilket gor att systemet blir mer risigt” att 16sa. Vi gor det enklare for

oss, om vi ser till s& att konstanterna a och b forekommer i sa fa
ekvationer som mojligt.
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r+ay —2z=3
2c+ y—32=25>
—x + z=1

19(30)



m—|—ay—22—3<7Jr

2z + y73szl

—x z=1

Forst eliminerar vi x fran den forsta och den andra ekvationen, med
hjélp av den tredje.
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+

m—|—ay—22—3<7 ay —z=4
2c+ y—32=25> = y—z=2+0b
—x z—ll —x +z=1

Forst eliminerar vi x fran den forsta och den andra ekvationen, med
hjilp av den tredje.
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r+ay —2z=3
2z + y73sz
—x z=1

+

—

all

ay —z=4 -1

]

—x +z=1

Forst eliminerar vi x fran den forsta och den andra ekvationen, med

hjélp av den tredje. Sedan eliminerar vi z fran den forsta ekvationen,

med hjélp av den andra.
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r+ay —2z=3
2z + y73sz
—x z=1

+

—

all

ay —z=4 —1
= y—z:2+bj
—x +z=1

(a—1)y =2-0
= y—z=2+5b
—x +z=1

Forst eliminerar vi x fran den forsta och den andra ekvationen, med

hjélp av den tredje. Sedan eliminerar vi z fran den forsta ekvationen,

med hjélp av den andra.
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+

rT+ay —2z=3 ay —z=4 -1
2w + y—3z:bi — yfz:2+bj
—x + z=1 -z +z2=1
(a—1)y =2-5
= y—2z2=2+0b
-z +z2z=1

Forst eliminerar vi x fran den forsta och den andra ekvationen, med
hjélp av den tredje. Sedan eliminerar vi z fran den forsta ekvationen,
med hjélp av den andra.

I ekvationen (a — 1)y = 2 — b skulle vi kunna 16sa ut y och fa

men for att vi ska kunna gora detta maste a # 1 (annars dividerar vi
med noll!).
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+

rT+ay —2z=3 ay —z=4 -1
2w + y—3z:bi — yfz:2+bj
—x + z=1 -z +z2=1
(a—1)y =2-5
= y—2z2=2+0b
-z +z2z=1

Forst eliminerar vi x fran den forsta och den andra ekvationen, med
hjélp av den tredje. Sedan eliminerar vi z fran den forsta ekvationen,
med hjélp av den andra.

I ekvationen (a — 1)y = 2 — b skulle vi kunna 16sa ut y och fa

men for att vi ska kunna gora detta maste a # 1 (annars dividerar vi
med noll!). Med detta virde pa y fas fran ekvationen y — 2z =2+1b1
sin tur att 9_b
z=y—2—b=—"—2—b
a—1
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Hittills har vi alltsa

Fran den sista ekvationen —x + z = 1 i systemet fas slutligen att

2—-b 2—b
= -2-b—-1=———-3-0.
a—1 b a—1 30

r=z-—1
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Hittills har vi alltsa

Fran den sista ekvationen —x + z = 1 i systemet fas slutligen att

2—-b 2—b
= -2-b—-1=———-3-0.
a—1 b a—1 30

r=z-—1

Vi har alltsa hittat en entydig 16sning

2—-b

= o )
. a—1
72—6
yia—l
2—-b

= —2-b
¥ a—1

till systemet, men detta &r under forutsdittningen att a # 1.
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Genom att utga fran den forsta ekvationen i systemet

(a— 1y =2-b
y—z=2+40D
- +z=1

kom vi alltsa fram till att om a # 1, sa har systemet entydig 16sning.
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Genom att utga fran den forsta ekvationen i systemet

(a— 1y =2-b
y—z=2+40D
- +z=1

kom vi alltsa fram till att om a # 1, sa har systemet entydig 16sning.
Vad hénder om a = 17
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Genom att utga fran den forsta ekvationen i systemet

(a— 1y =2->
y—z=2+40D
—x +z=1

kom vi alltsa fram till att om a # 1, sa har systemet entydig 16sning.
Vad hénder om a = 1?7 Ekvationssystemet ovan far da utseendet

0=2-10
y—z=2+4+0D
—r +z=1

och vi ser direkt fran forsta ekvationen att vi maste ha b = 2, for att
det ska finnas nagon 16sning 6verhuvudtaget. Om b # 2 saknas alltsa
16sningar.
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Genom att utga fran den forsta ekvationen i systemet

(a— 1y =2->
y—z=2+40D
—x +z=1

kom vi alltsa fram till att om a # 1, sa har systemet entydig 16sning.
Vad hénder om a = 1?7 Ekvationssystemet ovan far da utseendet

0=2-10
y—z=2+4+0D
—r +z=1

och vi ser direkt fran forsta ekvationen att vi maste ha b = 2, for att
det ska finnas nagon 16sning 6verhuvudtaget. Om b # 2 saknas alltsa
16sningar. Med b = 2 sa fas ekvationssystemet

y—z=4
- +z=1,
som man enkelt ser har oéindligt manga 16sningar. (Skriv dessa pa
parameterform som 6vning!)
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Vi sammanfattar: Ekvationssystemet

r+ay —2z2=3
2c+ y—3z2=150
—x + z=1

har

® exakt en 16sning, om a # 1
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Vi sammanfattar: Ekvationssystemet

r+ay —2z2=3
2c+ y—3z2=150
—x + z=1

har
® exakt en 16sning, om a # 1

® o#ndligt manga lésningar, om a = 1 och b = 2
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Vi sammanfattar: Ekvationssystemet

TH+ay —2z=3
2r+ y—32=10
—x + z=1
har
® exakt en 16sning, om a # 1
® o#ndligt manga lésningar, om a = 1 och b = 2

® inga losningar alls, om a = 1 och b # 2.
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Vi sammanfattar: Ekvationssystemet

r+ay —2z2=3
2c+ y—3z2=150
—x + z=1

har
® exakt en 16sning, om a # 1
® o#ndligt manga lésningar, om a = 1 och b = 2
® inga losningar alls, om a = 1 och b # 2.

Rékningarna for den hér typen av problem tenderar ofta att bli
ganska modosamma, och det dr latt hént att man rdknar fel. Men
lingre fram i kursen kommer vi fa ett verktyg som i regel gor det
betydligt enklare att atminstone bestdmma konstanten a i
ovanstaende exempel.
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Under- och dverbestimda ekvationssystem

Definition (Under- och éverbestdmda ekvationssystem)
Ett linjért ekvationssystem

11271 + @122 + ...+ ATy = by
a21%1 + G22%2 + ... + ATy = b
Ap1T1 + Ap2T2 + ... + AppTy = by

séges vara

® underbestimt om p < n (fler obekanta &n ekvationer)
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Under- och dverbestimda ekvationssystem

Definition (Under- och 6verbestdmda ekvationssystem)
Ett linjéart ekvationssystem

a11r1 + a12x2 + ... + 1Ty = b1

a1y + a2%2 + ... + aspTy, = b

Ap1T1 + Ap2T2 + ... + AppTy = by

séges vara
® underbestimt om p < n (fler obekanta &n ekvationer)

® Jgverbestimt om p > n (fler ekvationer &n obekanta).
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Exempel

Ekvationssystemet
2.’E1 + T2 + T3 = ].
4x1 — 229 + 323 =05

dr underbestdmt, medan

$1+3£L'2:4
2%1— (E2:1
3r1 + 229 =5

ar Overbestamt.
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Exempel

Ekvationssystemet
2.’E1 + T2 + T3 = ].
4x1 — 229 + 323 =05

dr underbestdmt, medan

$1+31‘2:4
2151— (E2:1
3r1 + 229 =5

ar Overbestamt.

Ett underbestdmt ekvationssystem har oftast (men inte alltid)
odandligt manga l6sningar. Ett 6verbestdmt ekvationssystem har oftast
(men inte alltid) inga 16sningar. Undersok pa egen hand hur det ligger
till med ekvationssystemen i exemplet ovan!
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Homogena och inhomogena ekvationssystem

Definition (Homogena och inhomogena ekvationssystem)

Ett linjért ekvationssystem
aj1x1 + a12T2 +
2121 + ageT2 +
ap1X1 + Ap2T2 +

séges vara

® homogentom by = by =---=1b

...—|—a1nxn:b1
...+ aspx, = ba

coo T+ apnTn = by

p =10
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Homogena och inhomogena ekvationssystem

Definition (Homogena och inhomogena ekvationssystem)
Ett linjért ekvationssystem

a11r1 + a12x2 + ... + 1Ty = b1

2121 + a92T9 + ... + aonx, = by

Ap1T1 + Ap2T2 + ... + AppTy = by

séges vara
® homogentom by =by =---=0b, =0

® inhomogent om b; # 0 for minst ett j.
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Homogena och inhomogena ekvationssystem
Definition (Homogena och inhomogena ekvationssystem)
Ett linjért ekvationssystem
11271 + @122 + ...+ ATy = by
a21%1 + G22%2 + ... + ATy = b
Ap1T1 + Ap2T2 + ... + AppTy = by

séges vara
® homogentom by =by =---=0b, =0

® inhomogent om b; # 0 for minst ett j.

Ett homogent ekvationssystem har alltid minst en 16sning, ndmligen
den triviala 16sningen z; = x9 = -+ =z, = 0.
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Exempel

Studera de tva ekvationssystemen

201 + 10 =2 201 + 22 =0
och
561—1‘220 1'1—,13220.
Det vénstra ekvationssystemet dr inhomogent medan det hogra &r
homogent. Ligg mirke till att vansterleden i de bada
ekvationssystemen ér identiska!
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Exempel
Studera de tva ekvationssystemen

201 + 10 =2 201 + 22 =0
och
561—1‘220 1'1—,13220.

Det vénstra ekvationssystemet dr inhomogent medan det hogra &r
homogent. Ligg mirke till att vansterleden i de bada
ekvationssystemen ér identiska!

Vi l6ser det inhomogena ekvationssystemet:

2my =2 32y = 2 xr =2/3
{1'1—1'2:01 A {CCl— 1’2:0 = {$2:2/3
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Exempel

Studera de tva ekvationssystemen

201 + 10 =2 201 + 22 =0
och
561—1‘220 1'1—,13220.

Det vénstra ekvationssystemet dr inhomogent medan det hogra &r
homogent. Ligg mirke till att vansterleden i de bada
ekvationssystemen ér identiska!

Vi l6ser det inhomogena ekvationssystemet:
2my =2 32y = 2 xr =2/3
{$1—$onj<:> 1 — 1’2:0 = $2:2/3
och det homogena:

221 + 25 =0 ‘2@ B2 =0 [21=0
1 —x2=0 r1— x2=0 xo = 0.

26(30)



Exempel

Studera de tva ekvationssystemen

201 + 10 =2 201 + 22 =0
och
561—1‘220 1'1—£E2=O.

Det vénstra ekvationssystemet dr inhomogent medan det hogra &r
homogent. Ligg mirke till att vansterleden i de bada
ekvationssystemen ér identiska!

Vi l6ser det inhomogena ekvationssystemet:
2my =2 32y = 2 xr =2/3
{$1—$onj<:> xl—mQ:O = $2:2/3
och det homogena:

2wy + a9 =0 320 =0 =0
{xl—xgzoj A {CBl— zo =0 A {x2:0.

Bada ekvationssystemen har exakt en 16sning, och fér det homogena
systemet ror det sig om den triviala lésningen (z1 = z2 = 0).
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Exempel

Nedan finns tva inhomogena ekvationssystem med samma vénsterled.
Det visar sig att det ena har oéndligt manga l6sningar, medan det
andra saknar 16sning. Visa detta som en 6vning!

3.’E17 1'2:7]. 31‘17 1'2:71
—6161 + 21’2 = 2 —6x1 + 2%2 3
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Exempel

Nedan finns tva inhomogena ekvationssystem med samma vénsterled.
Det visar sig att det ena har oéndligt manga l6sningar, medan det
andra saknar 16sning. Visa detta som en 6vning!

3.’E17 1'2:7]. 31‘17 1'2:71
—6161 + 21’2 = 2 —6x1 + 2%2 3

For motsvarande homogena ekvationssystem

3.%1 — X2 =0
—6x1 + 229 =0

ar latt att se att det har odndligt manga losningar. Pa parameterform
kan vi skriva dessa som

1 = t

T = 3t.
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Nér vi i de tva senaste exemplen stotte pa ett inhomogent
ekvationssystem som saknade 16sning eller hade oéndligt manga, sa
hade motsvarande homogena ekvationssystem oandligt manga
16sningar.
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Nér vi i de tva senaste exemplen stotte pa ett inhomogent
ekvationssystem som saknade 16sning eller hade oéndligt manga, sa
hade motsvarande homogena ekvationssystem oandligt manga
16sningar.

Vi sag ocksa att nir det inhomogena systemet hade exakt en 16sning,
sa hade motsvarande homogena system ocksa bara en 16sning — den
triviala.
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Nér vi i de tva senaste exemplen stotte pa ett inhomogent
ekvationssystem som saknade 16sning eller hade oéndligt manga, sa
hade motsvarande homogena ekvationssystem oandligt manga
16sningar.

Vi sag ocksa att nir det inhomogena systemet hade exakt en 16sning,
sa hade motsvarande homogena system ocksa bara en 16sning — den
triviala.

Man kan bevisa att detta géller fér ekvationssystem i allménhet:
Sats
Ett inhomogent lingdrt ekvationssystem har exakt en losning, om och

endast om motsvarande homogena ekvationssystem endast har den
triviala losningen.
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Exempel
Det homogena ekvationssystemet

—x1 — 4x9 +8x3=0
2x1 + 134 =0
31‘1 + 5332 + x3= 0

har endast den triviala 16sningen 21 = 22 = x3 = 0. (Visa detta
genom att 16sa ekvationssystemet!)
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Exempel

Det homogena ekvationssystemet

—x1 — 4x9 +8x3=0
2x1 + 134 =0
31’1 + 5332 + x3= 0

har endast den triviala 16sningen 21 = 22 = x3 = 0. (Visa detta
genom att 16sa ekvationssystemet!)

Inneborden av foregaende sats ér, att vilka tal vi &n byter ut nollorna
i hogerleden ovan mot, sa far vi ett ekvationssystem som har exakt en
16sning. Detta géller alltsa till exempel for

—x1 — 4x9 + 8x3 = 214801
221 + 1322 = —258
3x1 + dSx2+ x3=  V89.
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Foregaende sats séger ocksa, att om ett homogent ekvationssystem
har odndligt manga l6sningar, sa har ett motsvarande inhomogent
ekvationssystem antingen oéndligt manga losningar, eller sa saknas
16sning. Vilket fall som géller, beror pa hur hogerleden ser ut.
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Foregaende sats séger ocksa, att om ett homogent ekvationssystem
har odndligt manga l6sningar, sa har ett motsvarande inhomogent
ekvationssystem antingen oéndligt manga losningar, eller sa saknas
16sning. Vilket fall som géller, beror pa hur hogerleden ser ut.

Exempel

I ett par tidigare exempel konstaterade vi att det inhomogena
ekvationssystemet
X1+ Lo — X3 = 2
201+ x99+ x3=3
4r1 + 329 —23=17

hade oéndligt manga losningar, medan

xr1 + x27x3:2
201+ x99+ x3=3
4r1 + 329 — 23 =4

a sin sida saknade 16sning. Det enda som skiljer ekvationssystemen at
ovan, dr hur hogerleden ser ut, sa deras motsvarande homogena
ekvationssystem #r ett och samma. Detta homogena system maste ha
oéndligt manga losningar (verifiera detta genom att 16sa det!)
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