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Nedan presenteras ldsanvisningar for det attonde kapitlet i Anders Tengstrands
bok, Linjar algebra med vektorgeometrsi.

Nér du ldser i kursboken, kommer du kanske upptéicka att den &r upplagd pa ett
annorlunda sétt, jamfért med hur kursbockerna i matematik ser ut pa gymnasiet.
Tonvikten ligger hér betydligt mer pa teori. Resultat sammanfattas i satser och
bevisas i anslutning till dessa. Ett bevis kan ses som ett slags forklarande argumen-
tation; i ett antal steg argumenterar man for att ett visst pastaende &r sant, genom
att fora ett logiskt resonemang och hénvisa till tidigare bevisade satser.

Vid en forsta genomlisning behdver du inte ldgga ner energi pa att forscka
forsta de olika bevisen. Det viktigaste dr att du forstar innebdrden av motsvarande
satser. Aterviind dock girna till bevisen i ett senare lige, nir du kéinner att du har
mer “kétt pa benen”.

Forsok att, samtidigt som du ldser texten, gora de rekommenderade Gvningar
som finns angivna nedan. Det finns svar till de flesta av évningarna i facit, 1angst
bak i boken. Det &r dock viktigt att du sjalv har kommit fram till ett svar, innan
du tittar i facit. Om du kor du fast sa ge inte upp, utan 1at uppgiften ligga ett tag,
for att atervinda till den vid ett senare tillfdlle.

De rekommenderade uppgifterna ar himtade fran laroboken, men det ar 1amp-
ligt att du ocksa riknar uppgifter ur 6vningsboken (Albertson, Linedr algebra med
vektorgeometri, duningsbok).

8 Diagonalisering av linjara avbildningar

I kapitel 7 har vi sett att varje linjar avbildning kan beskrivas med hjilp av en
matris, och att utseendet pa denna matris beror pa den bas man anvinder sig av.
For ett visst val av bas far matrisen ett extra enkelt utseende; den kan t.ex. bli en
diagonalmatris.

Om man fran borjan har en geometrisk beskrivning av den linjéra avbildningen,
kan man ofta klura ut hur en bas ska se ut for att avbildningens matris ska bli en
diagonalmatris i just denna bas. Betrakta t.ex. en linjir avbildning P i form av en
ortogonal projektion pa ett plan genom origo. Antag att en av basvektorerna ey
viljes som en normalvektor till detta plan, medan de andra tva basvektorerna e,
och ej3 viljes s att de spdnner upp planet. Da kommer e, i egenskap av att vara
normalvektor till planet, att avbildas pa nollvektorn (normalvektorn kastar ingen



“skugga” pa planet vid ortogonal projektion), medan e och e3 kommer att avbildas
pa sig sjélva, eftersom de dr parallella med planet. I ovan ndmnda bas kommer P
diarmed representeras av matrisen
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eftersom kolonnerna i matrisen for en linjar avbildning i tur och ordning ar koor-
dinaterna for bilderna av basvektorerna, d.v.s. i det hér fallet koordinaterna for
P(e1) =0, P(ez) = ez och P(es) = es.

Ibland kan det dock vara knivigt att luska ut hur en bas ska se ut, for att
en given linjar avbildning ska kunna representeras av en diagonalmatris. Vad man
da kan gora &r att forsdka diagonalisera den linjéra avbildningen. Diagonalisering
innebér att man raknar sig fram till en bas i vilken den linjira avbildningen kommer
beskrivas av en diagonalmatris. Dessvérre gar inte alla linjdra avbildningar att
diagonalisera, men med hjilp av diagonalisering kan man dock komma en bit pa
vigen; man kan hitta en bas i vilken matrisen fér avbildningen blir "néstan” en
diagonalmatris.

8.1 Egenviarden och egenvektorer

En avbildning siges vara diagonaliserbar, om det finns en bas i vilken avbildningen
beskrivs av en diagonalmatris. Fundamentala begrepp i samband med diagonalise-
ring dr egenvdrden och egenvektorer, se definition 8.1. Exempel 1 illustrerar dessa
begrepp, genom att beskriva hur egenvirden och egenvektorer ser ut for en projek-
tion respektive en spegling (i ett plan genom origo). Matrisen f6r en linjér avbild-
ning, i en bas som utgors av egenvektorer till den linjara avbildningen ifraga, blir
i regel vildigt enkel, speciellt om avbildningen ir diagonaliserbar; d& blir matrisen
nimligen en diagonalmatris.

Det vanligaste séttet att berikna egenvirden till en linjéir avbildning (eller till
en matris, som man ocksd siger) dr att 1osa den s.k. sekularekvationen. Studera
girna hérledningen av denna ekvation pa sidan 233, och férsck forsta varfor den
ser ut som den gor. Studera vidare exempel 2 och 3.

8.2 Diagonalisering i ortonormerade baser

Med hjilp av diagonalisering kan man alltsd hitta en bas i vilken en given linjir
avbildning far en ”snéll” matris; eventuellt en diagonalmatris. Basvektorerna i en
sadan bas utgors da av egenvektorer till den linjdra avbildningen i fraga.

Under kursens gang har vi vid ett flertal tillfdllen sett att saker och ting blir
litet enklare att handskas med, om den bas som anvénds dr en ON-bas. Vi fragar oss
dérfor om det dr mdojligt, att bland uppséittningen av egenvektorer som en viss linjér
avbildningen har, vélja ut ett antal sidana sa att de tillsammans bildar en ON-bas?
De avbildningar for vilka detta dr mojligt, sdges vara symmetriska. Orsaken till att
de kallas sa, beror pa att de, i vilken ON-bas som helst, alltid kan representeras av en
symmetrisk matris; en matris som dr lika med sitt eget transponat, se definition 8.2.

Den sa kallade spektralsatsen (sats 8.2) sdger dels att en symmetrisk linjar
avbildning alltid &r diagonaliserbar, dels att det finns en ON-bas som enbart bestar
av egenvektorer till avbildningen. Satsen har tillimpningar inom bl.a. fysiken.



Sats 8.1 behdvs for att kunna bevisa spektralsatsen, men #r dven intressant i
sig: Om tva egenvektorer till en symmetrisk linjir avbildning har olika egenvirden,
sd maste de vara ortogonala.

8.3 Beridkning av potenser av en matris

Problemet att berdkna A", dar A dr en kvadratisk matris och n ett positivt heltal,
dyker upp i manga olika sammanhang. Om A kan diagonaliseras, sa kan vi anvianda
oss av teorin fran foregaende avsnitt, genom att diagonalisera A till en diagonal-
matris D, berdkna D" (potenser av diagonalmatriser #r enkla att berdkna) och
slutligen utifran D" berdkna A". Se exempel 5.
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