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Kapitel 5. Areor, vektorprodukter, volymer
och determinanter

Nedan presenteras ldsanvisningar for det femte kapitlet i Anders Tengstrands bok,
Lingdr algebra med vektorgeometri.

Nar du laser i kursboken, kommer du kanske upptéacka att den ar upplagd pa ett
annorlunda satt, jAmfért med hur kursbockerna i matematik ser ut pa gymnasiet.
Tonvikten ligger hir betydligt mer pa teori. Resultat sammanfattas i satser och
bevisas 1 anslutning till dessa. Ett bevis kan ses som ett slags forklarande argumen-
tation; i ett antal steg argumenterar man for att ett visst pastaende ar sant, genom
att fora ett logiskt resonemang och hénvisa till tidigare bevisade satser.

Vid en forsta genomlésning behéver du inte ldgga ner energi pa att forsoka
forsta de olika bevisen. Det viktigaste ar att du forstar innebérden av motsvarande
satser. Atervind dock giirna till bevisen i ett senare lige, nér du kéinner att du har
mer "koétt pa benen”.

Forsok att, samtidigt som du laser texten, gora de rekommenderade Gvningar
som finns angivna nedan. Det finns svar till de flesta av évningarna i facit, langst
bak i boken. Det &r dock viktigt att du sjilv har kommit fram till ett svar, innan
du tittar i facit. Om du kor du fast sa ge inte upp, utan lat uppgiften ligga ett tag,
for att atervinda till den vid ett senare tillflle.

De rekommenderade uppgifterna ar hamtade fran laroboken, men det ar lamp-
ligt att du ocksa réknar uppgifter ur 6vningsboken (Albertson, Linedr algebra med
vektorgeometri, dvningsbok).

5 Areor, vektorprodukter, volymer och determin-
anter

I detta kapitel kommer vi att definiera ytterligare ett antal sétt att rdkna med vek-
torer pa. Dessa séitt visar sig vara mycket anviandbara. Bland annat far vi med hjalp
av dessa ett sétt att avgdra om en matris &r inverterbar eller inte, utan att behova
ge sig pa att 10sa ett ekvationssystem med matrisen ifrdga som koefficientmatris.

5.1 Inledning

Detta avsnitt ger en kort introduktion till vad kapitlet handlar om. Las igenom.



5.2 Areaberikningar

Sats 5.1 i detta avsnitt beskriver hur man beréiknar arean av en parallellogram som
spanns upp av tva vektorer i planet. I avsnittet definieras ocksd vad som menas
med en determinant av ordning 2. Observera att determinanten utgor ett tal, som
sanir som pa tecknet (positivt eller negativt) anger arean av en viss parallellogram,
enligt sats 5.1.

5.3 Vektorprodukt

I kapitel 4 introducerades begreppet skalarprodukt, som ett satt att multiplicera
vektorer. Om vi skaldrmultiplicerar tva vektorer, far vi som resultat ett tal (en
skaldr), didrav namnet skaldrprodukt. Vektorprodukt &r ett annat sitt att multi-
plicera tva vektorer, vilket introduceras i detta avsnitt. Som namnet antyder, sa
blir resultatet av en wvektorprodukt en vektor. Denna skillnad mellan skaldr- och
vektorprodukt dr mycket viktig. Definitionen av vektorprodukt ges i definition 5.2.
For att forsta definitionen maéaste vi kéinna till begreppet orientering av tre vektorer
i rummet, se definition 5.1.

Vektorprodukten ar lite speciell jamfért med vanlig multiplikation; bland annat
géller réaknelagen

UXV=—VXU.

Sats 5.2 anger de rdkneregler som finns fér vektorprodukten. Om vektorerna &r
givna i en positivt orienterad ON-bas sa finns det ett enkelt sétt att berdkna deras
vektorprodukt. Sats 5.3 beskriver hur man gar till viga da.

Vektorprodukt kan anvindas for att berdkna arean av en parallellogram som
spanns upp av tva vektorer i rummet (precis vad determinanten av ordning 2 kan
anvandas till i planet). Berdkna nagra olika vektorprodukter sa att du far upp
kénslan f6r hur man gor.

5.4 Volymberidkningar

I detta avsnitt skall vi berékna volymen av en parallellepiped, vilket kan géras med
den sa kallade volymfunktionen. En parallellepiped &r ett skevt ratblock, dar mot-
staende sidor &r parallella. Volymen av en parallellepiped som spidnns upp av tre
vektorer i rummet kan berdknas, genom att kombinera vektorprodukt och skalérpro-
dukt, pa det sétt som beskrivs i sats 5.4. I avsnittet definieras ocksé en determinant
av ordning 3. Om vektorerna dr givna i en positivt orienterad ON-bas sa kan vi
berdkna volymen av en parallellepiped med hjélp av determinanten; determinanten
ar namligen lika med parallellepipedens volym, sinir som pa tecknet (positivt eller
negativt). En minnesregel for att berdkna determinanter av ordning 3 ar Sarrus’
regel. Lar dig dennal

Determinanter har en stor betydelse inom manga omraden i matematiken. I
detta avsnitt har vi bara anvint dem for volymberdkning. Senare i detta kapitel
kommer du se exempel pa en del andra anvindningsomraden.

5.5 Egenskaper hos volymfunktionen och determinanten

Sats 5.6 innehéller nagra riakneregler for volymfunktionen. Dessa dr indirekt ocksa
rikneregler fér determinanter av ordning 3. Lar dig satserna 5.8, 5.9 och 5.10. Den



sistndmnda satsen ger oss en enkel metod for att avgéra om tre vektorer dr linjért
beroende.

5.6 Determinanter och linjira ekvationssystem

I det hér avsnittet kopplas determinanter till linjira ekvationssystem: Om A &r en
kvadratisk matris, sa har ekvationssystemet AX = B entydig 16sning, om och endast
om det(A) # 0. Som en f6ljd av detta far vi att A r inverterbar, om och endast om
det(A) # 0. Ytterligare ekvivalenta egenskaper finns i sats 5.11. Sats 5.12 dr ocksa
viktig. Studera de olika exemplen i avsnittet.

Rekommenderade 6vningsuppgifter
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