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Kapitel 3. Vektorer i planet och i rummet

Nedan presenteras ldsanvisningar for det tredje kapitlet i Anders Tengstrands bok,
Linjdr algebra med vektorgeometri.

Nér du ldser i kursboken, kommer du kanske upptécka att den &r upplagd pa ett
annorlunda sitt, jamfért med hur kursbockerna i matematik ser ut pa gymnasiet.
Tonvikten ligger hir betydligt mer pa teori. Resultat sammanfattas i satser och
bevisas 1 anslutning till dessa. Ett bevis kan ses som ett slags forklarande argumen-
tation; i ett antal steg argumenterar man for att ett visst pastaende &r sant, genom
att fora ett logiskt resonemang och hénvisa till tidigare bevisade satser.

Vid en forsta genomlédsning behéver du inte ldgga ner energi pa att forsoka
forsta de olika bevisen. Det viktigaste ar att du forstar innebérden av motsvarande
satser. Aterviind dock girna till bevisen i ett senare lige, nir du kinner att du har
mer "koétt pa benen”.

Forsok att, samtidigt som du léser texten, géra de rekommenderade Gvningar
som finns angivna nedan. Det finns svar till de flesta av évningarna i facit, langst
bak i boken. Det &r dock viktigt att du sjalv har kommit fram till ett svar, innan
du tittar i facit. Om du kor du fast sa ge inte upp, utan lat uppgiften ligga ett tag,
for att atervinda till den vid ett senare tillfalle.

De rekommenderade uppgifterna ar himtade fran ldroboken, men det ar lamp-
ligt att du ocksa réknar uppgifter ur 6vningsboken (Albertson, Linedr algebra med
vektorgeometri, ovningsbok).

3 Vektorer i planet och i rummet

Detta kapitel tar upp vektorbegreppet som du har nytta av i resten av kursen. Vi
kommer bland annat se att linjara ekvationssystem, dér antalet variabler &r tva
eller tre, kan ges en geometrisk tolkning i tva respektive tre dimensioner. Sa ldnge
man haller sig till tvd dimensioner, sdger man att man arbetar ™ planet”. Har vi
att gora med tre dimensioner, séger vi att vi haller till "1 rummet”.

Omvént finns det geometriska fragestillningar (i planet respektive i rummet),
som Overforas till problemet att 16sa ett linjirt ekvationssystem (med tvé respektive
tre variabler).

3.1 Nagot om algebraiska och geometriska metoder

Detta avsnitt tjanar som en introduktion till det vi skall dgna oss at i detta kapitel.
Lé&s igenom.



3.2 Vektorbegreppet

Viktiga begrepp i detta avsnitt ar riktad stracka och vektor. Vilket samband rader
mellan dessa tva begrepp? Vad menas med en nollstricka respektive nollvektor?

Efter att vi i definition 3.1 har definierat vad som menas med en vektor, gar vi
igenom vad som menas med summan av tva vektorer respektive produkten mellan
en vektor och ett tal (en skalédr). Eftersom vektorer ar ett relativt abstrakt begrepp,
ar det viktigt att ha figurer att tdnka tillbaka pa for att underldtta forstaelsen.
Studera dérfor figur 3.3 och 3.4 som beskriver dessa ridkneoperationer. Lir dig
sats 3.1; den sammanfattar riknereglerna for vektorer. Overtyga dig om att dessa
regler ar sanna. Studera exempel 1-3; de &r nyttiga Gvningar i vektortdnkande.

Vektorer brukar ofta betecknas med bokstéaver som u, v eller w. For att vara
extra tydlig ser man ibland i litteraturen, att man dessutom skriver variablerna i
fetstil, d.v.s. som u, v respektive w. Detta ar for att man inte ska forvixla vektorer
med tal, som betecknas med bokstdver som inte &r skrivna i fetstil. Genom att
anvinda fetstil for att beteckna vektorer kommer t.ex. nollvektorn att tecknas O
istallet for 0 (som det gors i boken). Vi kommer i ldsanvisningar och foreldsnings-
anteckningar anvinda beteckningsséittet med fetstil.

3.3 Bas, koordinatsystem och koordinater

Detta avsnitt innehaller ett antal definitioner. Det &r viktigt att du lar dig dessa.
Begreppet bas ar grundliggande inom vektorgeometrin. En bas &r en uppséttning
av vektorer med vars hjalp man kan uttrycka varje annan vektor (i planet eller
rummet), med hjélp av s& kallade koordinater. Studera de olika figurerna noggrant.

3.4 Linjarkombination. Linjart beroende och linjart obero-
ende

I planet ar det tillrackligt att tva vektorer ar icke-parallella, for att de skall utgora
en bas for planet. I rummet ar det inte lika 14tt. Vi att kunna beskriva vad som krévs
for att en uppsédttning av vektorer ska utgora en bas i rummet, infér vi begrepp
som linjdrt beroende, linjdrt oberoende och linjirkombination. Sats 3.3 &r av stor
vikt. En tillampning av denna sats ges i exempel 8.

P& mitten av sidan 96 sammanfattas i fyra punkter vad som ska gélla for att
en uppsattning av ett visst antal vektorer ska vara linjart beroende. Har man dessa
punkter i minnet kan man undvika onédigt réknande. Sats 3.4 dr av stor vikt.
Forsok dig gérna pa att forsta beviset. Exempel 9 illustrerar mycket av det som
gas igenom i detta avsnitt.

3.5 Basbyte

I det inledande exempel 10 stélls vi infér ett problem som &r vildigt vanligt nér
man riknar med vektorer. Ofta har man fran borjan givet en viss bas, men det &r
inte alltid den &r direkt skriaddarsydd for det aktuella problem man har att 16sa. D4
kan man gora ett basbyte; temporart byter vi till en annan bas, i vilken problemet
blir enklare att handskas med.

Med hjélp av matriser kan vi beskriva hur koordinaterna for en vektor i en
viss bas dndras, om man byter till en annan bas. Den matris T som férekommer i
sats 3.5 har denna egenskap. Det samband som beskriver byte av baser &r mycket



viktigt. I skenet av exempel 10 kan vi se att vissa problem blir betydligt enklare
att 16sa i en viss bas. D& ar det bra att kunna byta bas pa ett smidigt sitt for att
forenkla berdkningarna. Exempel 12 beskriver precis vad ett basbyte handlar om.
Resten av avsnittet dr en generalisering av detta exempel.

Det kan for 6vrigt vara bra att ha papper och penna till hands nér du laser detta
avsnitt, sa att du kan fylla i alla luckor som finns i berdkningarna. En férdel att pa
egen hand fylla i utelamnade detaljer &r namligen att det underlattar forstaelsen.
Det giller inte bara det som gas igenom detta avsnitt, utan géller allmént nar man
studerar matematik.
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