1 VEKTORER

Bevis. Vi erhiller genom kommutationslagen och distributionslagen (sats

 1.15):
U+v = e +urey +uzes +vi€ + 128 + V363 =
(ur +v1)er + (ug +v2)ey + (U3 +v3)es,
Au = Muser + ugey + uses) = Auger + Augey + Auses.

Detta innebar att u + v har koordinaterna (u; + vi,Us + va,Us + v3) och Au
har koordinaterna (Aug, Auy, Aus) ' 0

‘Ovanstiende sats innebar att vi kan rikna komponentvis nar basen fixerats,

dvs. vi kan utfora all addition och multiplikation med skaldra operationer
utan att behdva referera till den geometriska tolkningen.

Exempel 1.21 Om u = (2,1,3) och v = (-1,4,2) i ndgon bas s8 ar
3u—2v = 3(2,1,3) - 2(-1,4,2) = (6,3,9) — (~2,8,4) = (8, - 5.,5).

Vi sammanfattar det ovanstiende i foljande definitioner:

Definition 1.22 Tva vektorer {ej,e;} utgdr en bas i planet om de &r icke-
parallella. En godtycklig vektor a i planet kan da skrivas pd formen

a=a1e +aye = (al,az)

dir koordinaterna gy, a, med avseende pa basen { e, e, } dr entydigt bestimda.
Vektorerna a;e; och aye, i ovanstidende representation kallas vektorn a:s

komponenter med avseende pa basen {ej.e; }.

Definition 1.23 Tre vektorer {e;,e;,e; } utgdr en bas i rymden omm de ligger
i skilda plan. En godtycklig vektor a i-planet kan da skrivas pa formen

i
Cuinmd@n

B Al 2 \

a=ae + are; +azez = (611,02,613)

dir koordinaterna a;, a,, a3 med avseende pa basen {e;,e;,e;} dr entydigt
bestimda. Vektorerna a;e;, ase, ases i ovanstiende representation kallas

vektorn a:s komponenter med avseende pd basen {ej,e;,€3 }.
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12 VEKTORRUM

baser kan deriveringsoperatorn A gif : (Ps — P,) och integreringsoperatorn
Aige ¢ (Py — Ps) representeras med matriserna

0 0 0
01000 ((1) 0 0 0\
-l 00200
Agifs 000 3 0 och Al 0 1/2 0 0
0 0 1/3 0
0 00 0 4
\0 0 0 1/4

Verifiera att A g ar vansterinvers till Ay och att Ay dr hogerinvers till Agigr.
Verifiera dessutom att de inte ar varandras inverser.

Ovning 12.9 Om V och W dr underrum i ett vektorrum E s definieras
summan V + W genom

V+W={xeEx=v+w,medve Vochwe W}.

Om V ir kolonnrummet for en m x n-matris A och W ér kolonnrummet
for en m x p-matris B s& dr V + W kolonnrummet for den sammanfogade
matrisen Q = (A B). Det giller d& att dim(V + W) = rang(Q). Varfor?
Bestim en bas i summan V + W nir V spinns upp av v, = (1,1,0,0) och
v, = (1,0,1,0)7 samt ndr W spanns uppavw; = (0,1,0,1)" ochw, = (0,0,1,1)7.
Bestdm dven en bas for V. n W och verifiera f6ljande allméngiltiga samband:

dim(V + W) + dim(V n W) = dimV + dimW. (12.2)

Ovning 12.10 [Tentamen200005XX] Bestim dimensionerna for
Ui nU, och U+ U,

for de underrum i R* som definieras av

|
&=

{ 3x1 —4x, + X3 — 2X4
U =
X3 — X4

1l
(e
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13 EUKLIDISKA VEKTORRUM

Vi kan nu inféra begreppet projektion pd underrum.

Definition 13.13 Vektorerna v och w i foregdende sats kallas vektorn x:s pro-
jektion pa V respektive W.

Vi tillimpar slutligen en stor del av det vi lirt oss i beviset av foljande sats,

Sats 13.14 For varje m x n-matris A giller att det till varje vekior b € R(4)
finns precis en vektor{ e R(AT) sd att Ay = b,
1 ,
Bevis. Tagb € R(A). Enligt definitionen av kolonnrum finns en vektorx € R”
sa att Ax = b. Enligt den linjira algebrans huvudsats och sats 13.12 sd kan vi
uppenbarligen skriva x = x, + x,, med x, ¢ R(AT) ochx, € N(A). Vi har
alltsa att

b=Ax=A(x, +x,) = Ax, + Ax, = Ax,.

Antag nu som antites att det dven finns en annan vektor x; med
Ax! =b,

Vi fér i sddana fall
A%, —x,) = Ax, - Ax. =b-b = 0.

| vilket innebar att x, —x] ¢ N(A). Men x, — x’. befinner sig samtidigt i R(AT),
| B Alltsé gller (x, —x/,x, — x) = 0 och definition 13.1(IVa) ger attx, = x’. O
f

TP T 1

13.3 Ovningar

Ovning 13.1 [Tentamen20200113] Berikna vinkeln mellan vektorerna
(-11, =1, - 1)T och (1,1,1,3)7.

Ovning13.2 [Tentamen20170225 ] Avgor om vinkeln mellan vektorerna
(1,2,3,4)" och (-1,1,4, - 3)7 &r spetsig, riit, eller trubbig.
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Ortonormerade baser och
ortonormering

I slutet av foregdende kapitel sag vi att de formler som beskrev minsta kvadrat-
metoden forenklades betydligt nér vi anvinde ortonormerade baser. Ett par
exempel pa detta var bland annat projektionsmatrisen pa matrisen A:s kolonn-
rum

-1
P=A(ATA)AT.

Om de vektorer som utgjorde kolonnerna i A var ortonormerade sa var AT

matrisen A:s vinsterinvers och vi erhdll P = AA”. Inte nog med det, projektio-
nerna pi var och en av A:s kolonner kunde beréknas var for sig och slés ihop

for att fa den sokta projektionen (sats 14.15). En annan egenskap mirkte vi

direkt efter (2.10). Nér koordinaterna skall berdknas i en ortonormerad bas s&
intraffar en separation automatiskt vilket innebar att var och en av koordina-
terna kan beriknas for sig oberoende av de andra. Om vektorn b skall skrivas

med hjilp av koordinater i den ortonormerade basen q;, g, ..., q,, enligt

b =qx +q,x+ - +q, %, (15.1)

s4 blir tillvigagingssittet att multiplicera (15.1) med den basvektor q; som
vi 6nskar koordinaten for. Vi far

(l?b = Xj

och koordinaten x; ir dirmed bestimd oberoende av de 6vriga koordinaterna.
Med matristerminologi skriver vi detta som ekvationssystemet Qx = b. I
detta fall 4r inversen till Q trivial att berikna och ges av Q™" = QT och vi
far 16sningen x = QTx. Vi har nu anledning att inféra begreppet orfogonal
matris. Det vore kanske naturligare att tala om ortonormerade matriser men
begreppet dr dessvirre etablerat.
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15 ORTONORMERADE BASER OCH ORTONORMERING

far

n—1 Tl n-1 gl
v;a V:a
T _ T i ¢p+l T i eptl T
S ViVen Y (ap+1~2 T "i)—"japﬂ“z Ty, V3V
T T
= Vj ap+1 - Vj ap+1 =

Darmed ar vy4; ortogonal mot vy, j =1,2,....p och induktion ger att v;, i =
1,2, ...,n ar parvis ortogonala. Eftersom v;, i = 1,2, ... ,n dr parvis ortogonala
¢4 ir det linjirt oberoende enligt sats 13.7. Vi far R(V) = R(A). m

Vi visar med ett exempel hur man rent praktiskt gr tillviga.

Exempel 15.5 De linjirt oberoende vektorerna

a; = (LLLD)T,
a, = (-1LL1)7 och
a; = (1,0,-2.2)7

spanner upp ett tredimensionellt underrum i R®. Bestim en ortonormerad
bas for detta underrum.
Losning. Vifarv = a;. Sedan fas

v = a1=(1,1,1,1)T

-1 1 -3
v - a via, |12 1] X
2 g vivy ! | 41 1 :
1 1 3
3
T T : (1 3 *1—2-
V3 = az— —w—Vi-— V) = - = =
’ Vv viv N 41 1 30 2
2 ) \1 ;
1 3 D
LY (E) (E) (o [0
) 1 L _gv'
% % o A Z
) 1 i 2§
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15 ORTONORMERADE BASER OCH ORTONORMERING

V& = Uz
Vi ligger mirke till att |[v1]| = 2, ||va|| = /3 och att |[vs|| = 3/3572. Dirmed
har vi ¢, = $(LLLD)", q, = (_12.5,2\1/3,2\1/3,2\1/5)1* och slutligen att q, =

5=\ (5 0 —-L L)
0=z —vm) ’(QJ‘O?G_':’E'\_’Z‘J )

Gram-Schmidts ortonormeringsforfarande ger upphov till ytterligare en
matrisfaktorisering. Denna faktorisering kallas QR-falctorisering. Om vi skri-
ver de givna vektorerna i ovanstaende exempel som linj drkombinationer av
de givna vektorerna (detta kan alltid goras) sa far vi

a = vi=2q,

It

az

1
A/ EVI =q + \/ng, 9 \fi

a +1v'sl:1 L 3\/5 +%
= Vv — — = —Qq, # — .
3 3 41 22 2(11 2(12 w‘l3

Detta kan aterges pad matrisformen
1
V3 -

o

Ovanstdende faktorisering visar att minsta lvadratmetoden ér ett parad-

p
S| =qr.

A=(a1aa3) = (g 9, G3)

o O N

exempel pa férenkling av formler genom ortonormering. Betrakta det md&j-
ligen inkonsistenta systemet

Ax=Db

och ortonormera matrisen A:s kolonner genom faktoriseringen A = QR. De
ortonormerade kolonnerna aterfinns nu i matrisen Q. Normalekvationerna
ges nu av

ATAx=A"b
och vi far efter ortonormering
RT(QTQ)Rx = (QR)TQRx = (QR)"b = R"Q"D.

Vi ser att QT 4r Q:s vénsterinvers och att R ér en inverterbar matris. Darmed
ar aven RT en inverterbar matris (sats 9.5). Vi far systemet

Rx=Q"b (15.4)

© FORFATTAREN OCH STUDENTLITTERATUR 271



-

17 ALLMANNA LIKEORMIGHETSAVBILDNINGAR

om det svarar mot flera linjirt oberoende egenvektorer. Tvé matriser dir likfor-
miga om och endast om de har samma Jordanform ndr hinsyn inte tas tij]
blockmatrisernas ordningsféljd.

Exempel 17.9 Bestim den Jordanmatris som 4r likformig med matriserna |

' 11

1 1
A=(13),B=01
0 0

och de likformighetsavbildningar som relaterar de givna matriserna med
Jordanmatriserna.

— e N
S O =
[ T R -
O =

och C =

Lésning. Vi har att
1 1=-A 1 _ B (12
det(ﬁl—M)—' 43— l—(l A)(B-1)+1=(1-2)*=0.

Det finns en egenvektor som svarar mot egenvirdet A = 2 och den 4r (LT,
Den Jordanblockmatris som dr likformig med matrisen A antar alltsa formen

2 1
(2 1)

Matriserna A och J4 ar likformiga och ddrmed relaterade enligt

(55 )(3)-(8)(3 3) e

Elementvis sa betyder detta att 2 = 2, a + b = 1 + 2a och —a + 3b = 1+ 2b
som &r ekvivalent med att a = b — 1. Vi viljer virdet p4 den fria parametern
sd att s& manga nollor som m&jligt uppstar i basbytesmatrisen och trimmar
dessutom valet sd att den om méjligt blir nedat eller uppét triangulér. Ddrmed
blir eventuella inverteringar enklare och ett bra exempel ir b = 1. Den sokta
likformighétsrelationen ges alltsd av

w2 0)(00)<(20) (2 1)
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18 EXTREMVARDESUNDERSOKNINGAR OCH KVADRATISKA FORMER

Ovning 18.4 [Tentamen20030313] Antag att A #r positivt definit och
att AM + M" A = —I. Visa att om x #r en egenvektor till M och ) &r mot-
svarande egenvirde s giller att Red < 0. Denna uppgift anknyter till en
standardmetod for konstruktion av Ljapunovfunktioner for linjara differen-
tialekvationssystem.

Ovning 18.5 Verifiera att (x,y) = x” Ay ar en inre produkt om A ir en positivt
definit Hermitsk matris.

Ovning 18.6 Verifiera att de egenvektorer som var kopplade till det genera-
liserade egenvérdesproblemet i exempel 18.15 &r M-ortogonala. |

Ovning 18.7 Los det generaliserade egenvirdesproblemet

¢ 1\ (=m\_ 2 1)~

-1 4 J\x) "\1 2)\x)
Ovning 18.8 [Tentamen20000818] Undersdk om det ir mojligt att dia-
gonalisera ' -

¥
M(ﬂ’ GA)ochA=( 8 16)
6 10 16 29

samtidigt. Ange diagonalformerna.
Ovning 18.9 * [Tentamen20010601] Lat A vara en positivt definit 7 x 1-
matris med med elementen a;;. Visa att detA < apas, -+ * du,. Ledning:

Faktorisera A = R¥R genom att vilja nagot kvadratiskt R och volymtolka
determinanten.
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19 EGENVARDEN OCH REKTANGULARA MATRISER

Anmdrkning 19.10 En singuldrvirdesuppdelning férser matrisen A:s samt-
liga fyra fundamentala underrum (jamfor avsnitt 12.3) med unitéra (i det
reella fallet ortonormerade) baser. Det foljer frén AV = U att de n — r sista
vektorerna i V utgdr en unitér (i det reella fallet ortonormerad) basi A:s
nollrum N(A) medan de r kvarvarande vektorerna i V utgdr en basi A:s
Hermitska transponats kolonnrum R(A™) (j amfor linjéra algebrans huvud-
sats, sats 13.11). P4 samma sitt foljer det ur AHU = VX att de m — r sista
kolonnerna i U utgér en unitir bas i A:s Hermitska transponats nollrum
N(A™) medan de kvarvarande r kolonnerna i U utgér en unitir basi A:s
kolonnrum R(A).

Bevis. Antag forst att vi,...,v, ar en unitir bas av egenvektorer till A" A
ordnad enligt storleken p& motsvarande égenvérden. Vi har att
¥ 0 i+j
(Av;)T(Av;) = viAY Av; = afv,-v]- = { o ]
| o; t=]
Dérmed ar Avy, . . .,Av, ortogonala, och Avy, . ..,Av, linjirt oberoende och
befinner sig i A:s kolonnrum, R(A). Vidare géller att

y=Ax = Azn: CiVi = i c;Av; = i ¢;Av;.
i=1 i=1 i=1
Detta innebir att Avy, ... ,Av, bildar en ortogonal bas i R(A). Vi normerar
denna bas och sitter
_ Av; Ay,
lavill e

u;
Detta innebdr att
Av;=oju;,i=1,...,7. (19.8)

Vi utvidgar nu (anvind Gram Schmidts forfarande om nodvéndigt) u, . .. U,
till en unitir bas uy,...,u,, i R™. Dirmed &r U = (uy,...,U,) och V =
(V1,...,V,) unitdra matriser. Enligt (19.8) géller att

LAV = (Avy, .. .,AV4,0,...,0) = (01U, . . . ,0¢U1,0,...,0).

Om nu I 4r en diagonalmatris sédan att de forsta r diagonalelementen svarar
mot A:s singulira virden s giller att US = AV, dvs. A= ULV, O
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19 EGENVARDEN OCH REKTANGULARA MATRISER

i
Ovning 19.3 Visa att ||A|| = [|AY].

Ovning 19.4 Betrakta matrisen

1 0 0
A= .
(s % 1)
Berdkna baser i R(A), N(A), R(A™) och N(AH) dels genom att anvinda
metoderna i avsnitt 12.3, dels genom att anvinda en singuldrvirdeuppdelning.

Verifiera att R(A) och N(A™) ar varandras ortogonala komplement samtidigt
som R(A™) och N(A) ér varandras ortogonala komplement.

Ovning 19.5 Betrakta diagonalmatrisen ¥ med reella diagonalelement. Om
vi transponerar den och inverterar alla diagonalelement si fir vi dess
pseodoinvers %~ Singuldrvirdeuppdelningen A = UX V¥ av varje matris
kan nu anvindas for att skapa en pseudoinvers A~ = VE~U™ till varje matris
A. Bestdm en pseudoinvers A™ till matrisen A i minsta kvadratproblemet i
6vning 14.10 och bilda vektorn A™b. Jaimfér med losningsmangden till 6vning
14.10. Berdkna den 16sning i l6sningsméngden som har kortast avstand till
origo. Vad mérker du?

Ovning 19.6 (Datorlabb i bildbehandling) Singuldrvirdesuppdelningar har
en underbar egenskap att kunna urskilja det vésentliga i stora datamangder.
Bilder brukar lagras i stora m x n-matriser. En singuldrvirdesuppdelning
av den stora matrisen kan skrivas som

r
A=UsV" =3 uov!

i=1

dér en stor del av de singuléra virdena kan vara relativt sma. Man kan d4 ta
med endast de storsta singuldra virdena i summan s att vi inte behéver lagra
lika mycket data. Testa med ndgon bild, singuldrvirdeuppdela, tag med bara
det storsta singuldra vérdet, sedan stegvis nagra till och identifiera nir bilden
framtrader med énskvird tydlighet. Ledning: MatLab har firdiga rutiner for
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BILAGA C SVAR OCH ANVISNINGAR TILL UPPGIFTERNA

12.4

Vektorerna utgor ett underrum.

12.5

Vektorerna (1,0,0,0)” och (4,2,0,0)7 dr basvektorer till kolonnrummet f6r
matrisen U. En matris A med echelonformen U (den givna matrisen) som
har ett annat kolonnrum ar t.ex.

0 1 4 3
0 0 2 2
0 1 6 5
0 2 10 8

Denna matris har ett kolonnrum som spanns upp av (1,0,1,2)T och
(4,2,6,10)7 vilket inte &r identiskt med det rum som spianns upp
av (1,0,0,0)7 och (4,2,0,0)".

12.6

En bas i kolonnrummet utgérs av (1,1,0)” och (3,4,1) T Enbasiradrummet
urgdrs av (0,1,2,3,4) och (0,0,0,1,2). Vektorerna (1,0,0,0,0)%, (0, ~2,1,0,0)",
(0,2,0,~2,1) utgérenbasi N(A). Enbasi A:s vansternollrum ges av (1,-1L1).

12.7

Om vi betecknar matriserna for FoG och GoF med A respektive B sa géller att

(2 0 =2 0 0 ) (00 =2 0 0 )
06 0 -6 0 00 0 -6 0
A=l 0o o0 12 0 -12|ochB=f0 0 2 0 -2
00 0 20 0 00 0 6 0
L0 0 0 0 30 L0 0 0 0 12 )

N\ > |, &+
IV QUANEALTTTNS

—Bada-avbildningarna-dr-surjektiva. Endast F o G dr injektiv.

C
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BILAGA C SVAR OCH ANVISNINGAR TILL UPPGIFTERNA

15.2

En ortonormerad bas i planet ges av ¢/ = (1/v/2,1/v/2,0) och q =
(-1/1/6,1/5/6,2/+/6). Projektionsmatrisen ges av

2/3 1/3 -1/3
P=| 1/3 2/3 1/3
13 13 2/3

Nollrummet till matrisen P spanns upp av (1, — L,1).

15.3

q, = (1/3,2/3,-2/3)%, q, = (2/3,1/3,2/3)%, q5 = (=2/3,2/3,1/3)7. A:s vin-
sternollrum. Losningen till minsta kvadratproblemet ir x; = 2 och x; = 1.

15.4
0 = e
() = Tr=y/3
qs(x) = lrj::_;”: %(x"z—%),.

3_3
i N TR
“0) T g Ve s
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BILAGA C SVAR OCH ANVISNINGAR TILL UPPGIFTERNA

19.5

Pseudoinversen ges

1 1 1 1 1 1

1
A=yl 22 2 -1 -1 -1
27\V-1 11 2 2 2
Vi har att
3
Ab=] 1
2

Vektorn A~b sammanfaller med den l3sningsvektor som har kortast avstind
till origo.

10.6

Om den matris som bifogades i uppgiften anvinds s& borde ett resultat i
enlighet med figurerna dyka upp. Vi har lagt svarta stjarnor vid ettorna i
originalbilden och svarta stjénor i de singulirvirdesuppdelade bilderna om
motsvarande virde i matrisen overstiger 7. Vi ser att de fem storsta singuldra
virdena (av tio) racker till for att den behandlade bilden skall bli identisk med
den givna, jimfor figur C.8(a) med figur C.9(b). Redan med fyra singuldra
virden ir det bara ett fital detaljer som saknas, se figur C.9(a).

20.1

(a) -5.

(b) 8.

(é) Nej!

(d) 1,2,3,4.

(e) (0,0,0).

(f) Saknar l6sningar.
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