1 VEKTORER

Bevis. Vi erhaller genom kommutationslagen och distributionslagen (sats

i is):
u+v = ue; +uUyey +uUszes+vie + V28 +V3€3 =
(u1 + vl)el + (u2 + Vz)ez + (u3 + Vg)eg,
M = AMue + ugey + uses) = Auger + Auge, + Auses.

Detta innebir att u + v har koordinaterna (u; + vy,u; + vz,ug, +v3) och Au
har koordinaterna (Auy, Ay, Auz) 0

‘Ovanstdende sats innebér att vi kan rdkna komponentvis nér basen fixerats,

dvs. vi kan utfora all addition och multiplikation med skaldra operationer
utan att behova referera till den geometriska tolkningen.

Exempel 1.21 Om u = (2,1,3) och v = (-1,4,2) i nagon bas s ar
3u—2v =3(2,1,3) — 2(-1,4,2) = (6,3,9) — (~2,8,4) = (8, - 5,5).

Vi sammanfattar det ovanstaende i f6ljande definitioner:

Definition 1.22. Tva vektorer {ej,e,} utgor en bas i.planet om de &r icke-
parallella. En godtycklig vektor a i planet kan da skrivas pa formen

a=ae +ae, = (a,a;)

dir koordinaterna a;, a, med avseende pd basen {ej,e, } dr entydigt bestdmda.
Vektorerna aje; och a,e, i ovanstiende representation kallas vektorn a:s

komponenter med avseende pd basen {ej,e, }.

Definition 1.23 Tre vektorer {ej,e;, €3 } utgdr en bas i rymden omm de ligger
i skilda plan. En godtycklig vektor a i-planet kan dé skrivas pa formen

Cammd@n

a=a€ +aze; +aszes = (611,612,613)

dir koordinaterna a;, a,, as med avseende pa basen {e;,e,, e} dr entydigt
bestimda. Vektorerna a,e;, ase; ases i ovanstdende representation kallas
vektorn a:s komponenter med avseende pd basen {e;,e;,e3}.
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12 VEKTORRUM

baser kan deriveringsoperatorn Agis : (Ps — Py) och integreringsoperatorn
Aint + (Ps = Ps) representeras med matriserna

0100 0 (00 00
-1 0 0 2 0 0
Adiff 00 0 3 0 och Aint 0 1/2 0 0
000 0 4 0 0 1/3 0
' L0 0 0 1/4)

Verifiera att Agifr dr vansterinvers till A;pye och att Ay dr hogerinvers till A 4y
Verifiera dessutom att de inte 4r varandras inverser.

Ovning 12.0 Om V och W 4r underrum i ett vektorrum E si definieras
summan V + W genom

V+W={xeElx=v+w,medve Vochwe W}.

Om V ér kolonnrummet for en m x n-matris A och W ir kolonnrummet
for en m x p-matris B sa dr V + W kolonnrummet for den sammanfogade
matrisen Q = (A B). Det giller dé att dim(V + W) = rang(Q). Varfér?
Bestdm en bas i summan V + W nér V spinns upp avv; = (1,1,0,0)7 och
v, = (1,0,1,0)T samt ndr W spanns upp avw; = (0,1,0,1)7 ochw, = (0,0,1,1)7.
Bestdm dven en bas f6r V. n W och verifiera foljande allméngiltiga samband:

dim(V+ W) +dim(Vn W) =dimV + dimW. (12.2)

Ovning 12.10 [Tentamen200005XX] Bestim dimensionerna for
UinU, och U+ U,

for de underrum i R* som definieras av

[
&

{ 3x; —4x, + X3 — 2x4
f =
X3 — X4

Il
o
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13 EUKLIDISKA VEKTORRUM

Vi kan nu inféra begreppet projektion pa underrum.

Definition 13.13 Vektorerna v och w i foregdende sats kallas vektorn x:s pro-
jektion p& V respektive W.

Vi tilldimpar slutligen en stor del av det vi Lirt oss i beviset av foljande satg.

Sats 13.14 For varje m x n-matris A giller att det till varje vektor b < R(4)

finns precis en ve__ktor{ € R(AT) sa att Ay = b,

J

Bevis. Tagb € R(A). Enligt definitionen av kolonnrum finns en vektor x ¢ R”
sa att Ax = b. Enligt den linjira algebrans huvudsats och sats 13.12 s kan vi
uppenbarligen skriva x = x, + X, med x, € R(AT) ochx, e N (A). Vi har
alltsa att

b= Ax= A(x, +x,) = Ax, + Ax, = Ax,.

Antag nu som antites att det dven finns en annan vektor x, med
AX! = b,

Vi far i sddana fall
A(X -X.) = A, - AX. =b-b = 0,

vilket innebir att x, —x/ ¢ N (A). Men x, — x/ befinner sig samtidigt i R(AT),
Alltsa giller (x, — X.,X, — X.) = 0 och definition 13.1(IVa) ger attx, =x/. O

13.3 Ovningar

Ovning 13.1 [Tentamen20200113 ] Berdkna vinkeln mellan vektorerna
(-LL -1, - 1)T och (1,1,1,3)7.

Ovning13.2 [Tentamen20170225 ] Avgor om vinkeln mellan vektorerna
(1.2,3,4)" och (~1,1,4, - 3)7 ir spetsig, riit, eller trubbig,
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Ortonormerade baser och
ortonormering

I slutet av foregaende kapitel ség vi att de formler som beskrev minsta kvadrat-
metoden forenklades betydligt nér vi anvénde ortonormerade baser. Ett par
exempel pa detta var bland annat projektionsmatrisen pd matrisen A:s kolonn-
rum

N
P=A(ATA)AT.

Om de vektorer som utgjorde kolonnerna i A var ortonormerade s var AT
matrisen A:s vinsterinvers och vi erholl P = AAT, Inte nog med det, projektio-
nerna pa var och en av A:s kolonner kunde beraknas var for sig och slas ihop
for att fa den sokta projektionen (sats 14.15). En annan egenskap mérkte vi
direkt efter (2.10). Nér koordinaterna skall berdknas i en ortonormerad bas si
intriffar en separation automatiskt vilket innebér att var och en av koordina-
terna kan berdknas for sig oberoende av de andra. Om vektorn b skall skrivas
med hjélp av koordinater i den ortonormerade basen q, q,, ..., q,, enligt

b = qx1 + Q% + -+ q, %, (15.1)

s blir tillvigagangssittet att multiplicera (15.1) med den basvektor q; som
vi 6nskar koordinaten for. Vi far

q;/b=x;

och koordinaten x; 4r ddrmed bestimd oberoende av de 6vriga koordinaterna.
Med matristerminologi skriver vi detta som ekvationssystemet Qx = b. I
detta fall 4r inversen till Q trivial att berikna och ges av Q! = QT och vi
far 16sningen x = QTxX; Vi har nu anledning att inféra begreppet ortogonal
matris. Det vore kanske naturligare att tala om ortonormerade matriser men
begreppet édr dessvirre etablerat.
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15 ORTONORMERADE BASER OCH ORTONORMERING

far

n—1 1 n-1 <1

V:a v;a

T _ iig i 2ol T i 4ptl_T

ViVpr = Vi |apn = o Vi | = VA= 2 VG Vi
i=1 Vl' Vz Z‘=1 Vi Vz

T T
Viapi —Viapy = 0.
Dirmed &r v,41 ortogonal mot vj, j =1,2,...,p och induktion ger att v;, i =

1,2, ...,n &r parvis ortogonala. Eftersom v;, i = 1,2,...,n dr parvis ortogonala
s& ar det linjart oberoende enligt sats 13.7. Vi far R(V) = R(A). O

Vi visar med ett exempel hur man rent praktiskt gar tillviga.

Exempel 15.5 De linjart oberoende vektorerna
a = (1LLL1)7,

a, = (-11,1L1)7 och
a3 = (1,0,-2.2)7

TR

spanner upp ett tredimensionellt underrum i R*. Bestim en ortonormerad
bas for detta underrum.

Losning. Vifar vi = a;. Sedan fés

vi = a=(LLL)7

-1 1 -3
v = a via | 1| 2f 1) :
: 2 V1TV1 ! 1 4 1 %
1 1 3
1 (1 3 -3
T T 1
Vi a3 V; a3 0 111 20 3
V3 = asz-— Vi = \% - =
. : vivy ! viv, 2 -2 a1 1 3] 2
2 \ 1 !
1 3 ! 0
Y () () (%
I I I I3 P I ) e I )
) 1 1 _g-»? .
il Lll o . [ /
2 1 7 2%/
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15 ORTONORMERADE BASER OCH ORTONORMERING
\rg - Q.\E,
Vi lagger mirke till att ||vy]| = 2, [[v,|| = V/3 och att ||vs]| = 3/3572. Dirmed
har vi q; = (111 DT, q, = (——*é—g,z\l/_ 2\1/_,2\1/_)T och slutligen att q, =
G =(0,0,-+ L) 0
(O~ 7= e (0, .m,,»\/i,)

Gram-Schmidts ortonormeringsforfarande ger upphov till ytterligare en
matrisfaktorisering. Denna faktorisering kallas QR-faktorisering. Om vi'skri-

ver de givna vektorerna i ovanstaende exempel som linjarkombinationer av
de givna vektorerna (detta kan alltid goras) sa far vi

a = Vi=2q;

It

as

1
V2+'2‘V1=(h+\/§CI2’ Q_Jf/

a3 = v+1v'~i~1vx~1 ;\/'3; +?
3 = V3 41‘22_2(11 2(12 ‘:(13-

Detta kan dterges pa matrisformen

1
V3 =2 |=QR.

2

Ovanstdende faktorisering visar att minsta kvadratmefoden 4r ett parad-
exempel pa forenkling av formler genom ortonormering. Betrakta det m&j-

A=(araya3) =(q; q, q3)

o O N

ligen inkonsistenta systemet
Ax=b

och ortonormera matrisen A:s kolonner genom faktoriseringen A = QR. De
ortonormerade kolonnerna aterfinns nu i matrisen Q. Normalekvationerna
ges nu av

ATAx = A"b
och vi far efter ortonormering
RT(QTQ)Rx = (QR)TQRx = (QR)"b = RTQ™b.

Vi ser att QT 4r Q:s vénsterinvers och att R ir en inverterbar matris. Dirmed
ar aven RT en inverterbar matris (sats 9.5). Vi far systemet

Rx=Q"b (15.4)
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Allménna
likformighetsavbildningar

Vi triffade pa likformighetsavbildningar for forsta gangen i avsnitt 11.2 och
konstaterade att likformighetsavbildningar representerar basbyten. Vissa
baser kan vara betydligt fé")rdelaktigare an andra betréiffande analys av linjara
avbildningar. Ett extremfall representeras naturligtvis av en diagonalisering
i de fall matrisen ar diagonaliserbar.

Fragan dr nu vad vi gor i de fall som matrisen inte dr diagonaliserbar
och hur langt vi kan driva fragorna i de fallen. Icke-diagonaliserbara fall
ar ovanliga i den meningen att de ar icke-generiska. Sannolikheten att vi
har dubbj,erotter eller rotter av hogre ordning i en karakteristisk ekvation
och dessutom rakar f4 ett fall dir vi inte har en komplett uppsittning med
egenvektorer ér noll ifall vi slumpmissigt véljer ut element i en matris.

Problemet 4r emellertid att utveckling av tekniska system sillan svarar
mot att bara slumpmassigt vilja ett antal element i ndgon matris. Vi vill ju
girna vilja var matris pa ndgot intelligent sétt i syfte att t.ex. optimera eller
trimma systemet pa nagot sétt. Detta konstaterade vi redan i slutet av avsnitt
11.4. Orsakerna till att vi vill betrakta likformighetsavbildningar i ett mer
allmint perpektiv kan variera, vi har redan konstaterat att vi kan ha icke-
diagonaliserbara fall, dvs. egenvektormatrisen saknas. Men den kan @ven
vara svar att berdkna eller s& kan det i ifrdgavarande sammanhang vara mer

andamalsenligt att anvdnda nigon annan likformighetsavbildning 4n den

som svarar mot egenvektormatrisen.,
Lat oss dérfor betrakta de kvadratiska och hkformlga matriserna A och
MAM™. Tv4 viktiga fragor uppstar nu.

(a) Vad har matriserna A och MAM™ gemensamt?

(b) Om matrisen M viljes pa nigot speciellt sitt, vad forvéntar vi oss i s4 fall
av matrisen MAM ™2

Sats 11.8 ger atminstone ett delsvar pa den forsta frdgan: Likformiga matriser

© FORFATTAREN OCH STUDENTLITTERATUR 293

KAPITEL 17




17 ALLMANNA LIKFORMIGHETSAVBILDNINGAR

Matrisen B ér triangular och egenvirdet A = 1 har en egenvektor (1,0,0)7.
Matrisens Jordanform Jp skall alltsd uppfylla relationen BM = MJz som
antar formen

1 1 2 1 X1 Xa 1 X1 X4 1 1 0
0 1 1 0 % x5 =] 0 x x5 0 1 1
0 0 1 0 X3 Xg 0 X3 X 0 0 1

Elementvis sd innebdr detta x3 = 0, x; = 1, x¢ = 1, 51 = x5 + 2. Variablerna Xy
och x5 dr fria och kan viljas till nollor. Vi far likformighetsrelationen

1 1 2 1 20 1 20 1 10
0 1 1 0 1 0 }=101 0 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

I fallet C svarar tvd egenvektorer mot egenvirdet 1 = 1 och dessa ges av
(1,0,0) " respektive (0,—1,1)7. Vi vet i detta fall inte vilken av egenvektorerna
som skall kopplas till den saknade egenvektorn och det beroende mellan
ekvationerna som inte kan elimineras. Likformighetsrelationen ges alltsi
antingen av

1 1 1 1 % 0 1 x O 1 0 0
0 1 0 0 X, -1 |= 0 X, -1 0 1 1
0 0 1 0 x3 1 0 x5 1 0 0 1
eller
[ 1 1 1 1 % 0 1 % O 1 1 0
E'O 1 0 0 x -1 |=10 x -1 01 0
0 01 0 x5 1 0 x5 1 0 0 1
Forsh e DAACLLD .

dir det 531&&% fallet leder till en motsigelse. I deéstlfééséa fallet far vi att x;
dr fri samtidigt som x, + x5 = 1. For att f3 basbytesmatrisen att innehélla sa
manga nollor som méjligt och bli sa trianguldr som majligt s4 kan vi alltsa
vilja x; = 0, x; = 1 och x3 = 0. Likformighetsrelationen ges nu av

1 11 1 0 0 1 0 O 1 10
0 1 0 0 1 -1 (=10 1 -1 01 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 O
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18 EXTREMVARDESUNDERSOKNINGAR OCH KVADRATISKA FORMER

Ovning 18.4 [Tentamen20030313] Antag att A #r positivt definit och
att AM + MY A = —I. Visa att om x #r en egenvektor till M och )\ dr mot-
svarande egenvirde si giller att Rel < 0. Denna uppgift anknyter till en
standardmetod for konstruktion av Ljapunovfunktioner f6r linjéra differen-
tialekvationssystem.

Ovning 18.5 Verifiera att (x,y) = x” Ay ir en inre produkt om A #r en positivt
definit Hermitsk matris.

Ovning 18.6 Verifiera att de egenvektorer som var kopplade till det genera-
liserade egenvardesproblemet i exempel 18.15 &r M-ortogonala. |

Ovning 18.7 Los det generaliserade egenvirdesproblemet

4 -1 X1 -1 2 1 X1

-1 4 x ) A1 2 )\ x )
Ovning 18.8 [Tentamen20000818] Undersok om det dr mojligt att dia-
gonalisera

L |
(7 6 (8 16
M"(‘6 10')°ChA“(16 29)

samtidigt. Ange diagonalformerna.
Ovning 18.9 * [Tentamen20010601] Lat A vara en positivt definit # x n-
matris med med elementen a;;. Visa att detA < apag, -+ a4,. Ledning:

Faktorisera A = R¥R genom att vilja ndgot kvadratiskt R och volymtolka
determinanten.
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19 EGENVARDEN OCH REKTANGULARA MATRISER

Anmidrkning 19.10 En singuldrvirdesuppdelning férser matrisen A:s samt-
liga fyra fundamentala underrum (jamfor avsnitt 12.3) med unitéra (i det
reella fallet ortonormerade) baser. Det foljer fran AV = UX att de n — 7 sista
vektorerna i V utgér en unitér (i det reella fallet ortonormerad) bas i A:s
nollrum N(A) medan de r kvarvarande vektorerna i V utgor en basi A:s
Hermitska transponats kolonnrum R(AF) (jamfér linjara algebrans huvud-
sats, sats 13.11). P4 samma sitt foljer det ur AU = VX att de m — r sista
kolonnerna i U utgdr en unitér bas i A:s Hermitska transponats nollrum
N(A™) medan de kvarvarande r kolonnerna i U utgdr en unitir bas i A:s
kolonnrum R(A).

Bevis. Antag forst att vi,...,v, ir en unitir bas av egenvektorer till A¥ 4
ordnad enligt storleken pa motsvarande egenvirden. Vi har att
i ;’ Py O 7 H
(AV,‘)H(AV]') = V,"AHAV]' = O'sz"iVj = { ’ Z iJ,
| oy t=]
Dirmed ér Avy, ... ,Av, ortogonala, och Avy,...,Av, linjirt oberoende och
befinner sig i A:s kolonnrum, R(A). Vidare galler att

y=Ax= Azn: CiV;i = zn: C;AvV; = ic,-AV,-.
i=1 i=1 i=1
Detta innebdr att Avy, .. .,Av, bildar en ortogonal bas i R(A). Vi normerar
denna bas och sitter
_ Av; Av;
lAvill e

u;
Detta innebar att
AV,' = o;4y, izml.ess?s (19.8)

Vi utvidgar nu (anvind Gram Schmidts férfarande om nédvéndigt) uy, . .. U,
till en unitir bas uy,...,u,, i R”. Dirmed 4r U = (uy,...,u,,) och V =
(V1,...,V,) unitira matriser. Enligt (19.8) géller att

AV = (Avy,...,Av,0,...,0) = (011, ...,0,4;,0,...,0).
Om nu X 4r en diagonalmatris sddan att de forsta r diagonalelementen svarar

mot A:s singulira virden s giller att U = AV, dvs. A= USVH, O
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18 EXTREMVARDESUNDERSOKNINGAR OCH KVADRATISKA FORMER

(e)
Slutligen &r det inte svirt att koppla det sista kriteriet {d) till ovanstdende
implikationskedja. Vi borjar med implikationen (e) = (a) och skriver

x7 Ax = x"RYRx = ||Rx||* > 0.

Eftersom R har linjirt oberoende kolonner sa giller att Rx = 0 = x = 0.

Detta ir ekvivalent med x # 0 = Rx # o, Att den kvadratiska formen dr
positivt definit foljer nu av definition 16.4(N?i). Lagg marke till att matrisen A
automatiskt blir Hermitsk om den kan skrivas p4 formen A = RYR, jamfor
sats 14.3.

Vi avslutar nu med implikationen (a) = (e). Om (a) géller s& giller (d)
och didrmed ger radforenkling att |

A=LDLY = IVDVD LY =i\/5(L\/5)H.

Ett fungerande forslag ar alltsd R = \/I)—HLH oo O

Anmirkning 18.7 Ligg mirke till att mojligheterna att skriva den positivt

. definita matrisen pa formen R¥R inte bara begrinsar sig till vart forslag ovan.

Vi kan lika gérna fa en annan faktorisering genom diagonalisering enligt

H

A=QAQY = QVAVA Q" = (QVA)(QVA).
Alla ovanstiende forslag dr naturligtvis forslag pa kvadratiska matriser. Ett
rektangulirt forslag kan skapas genom att multiplicera vilken fungerande

kvadratisk matris R som helst med vilken icke-kvadratisk matris Q som helst
som har ortonormerade kolonner:

(QR)H(QR) = RTQ¥QR = R¥IR=R"R = A.

Exempel 18.8 Vi atergdr till tvdvariabelfallet (18.1) och kontrollerar hur de
olika villkoren kommer till uttryck i den symmetriska matrisen

Az(g Z).
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19 EGENVARDEN OCH REKTANGULARA MATRISER

i
Ovning 19.3 Visa att |4 = ||A%]].

Ovning 19.4 Betrakta matrisen

A~ ( 10 0 ) .
0 -i 1
Berdkna baser i R(A), N(A), R(A™) och N(Af) dels genom att anvinda
metoderna i avsnitt 12.3, dels genom att anvéinda en singulirvirdeuppdelning.

Verifiera att R(A) och N(A™) r varandras ortogonala komplement samtidigt
som R(A™) och N(A) &r varandras ortogonala komplement.

Ovning 19.5 Betrakta diagonalmatrisen ¥ med reella diagonalelement. Om
vi transponerar den och inverterar alla diagonalelement si far vi dess
pseodoinvers X" Singuldrvirdeuppdelningen A = U V¥ av varje matris
kan nu anvindas for att skapa en pseudoinvers A~ = VI~ U™ till varje matris
A. Bestam en pseudoinvers A~ till matrisen A i minsta kvadratproblemet i
6vning 14.10 och bilda vektorn A™b. Jamfor med l6sningsméngden till 5vning
14.10. Berdkna den 16sning i 16sningsméngden som har kortast avstand till
origo. Vad marker du?

Ovning 19.6 (Datorlabb i bildbehandling) Singuldrvirdesuppdelningar har
en underbar egenskap att kunna urskilja det visentliga i stora datamangder.
Bilder brukar lagras i stora m x n-matriser. En singuldrvirdesuppdelning
av den stora matrisen kan skrivas som

,
A=UsVH =3 uiov

i=1

dér en stor del av de singuléra virdena kan vara relativt sma. Man kan d3 ta
med endast de stdrsta singuldra virdena i summan s att vi inte behover lagra
lika mycket data. Testa med ndgon bild, singuldrvirdeuppdela, tag med bara
det storsta singuldra virdet, sedan stegvis nagra till och identifiera nir bilden
framtrédder med 6nskvird tydlighet. Ledning: MatLab har firdiga rutiner fér
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BILAGA C SVAR OCH ANVISNINGAR TILL UPPGIFTERNA

12.4

Vektorerna utgér ett underrum.

12.5

Vektorerna (1,0,0,0)” och (4,2,0,0)” &r basvektorer till kolonnrummet f6r
matrisen U. En matris A med echelonformen U (den givna matrisen) som
har ett annat kolonnrum ar t.ex.

0 1 4 3
0 0 2 2
0 1 6 5
0 2 10 8

Denna matris har ett kolonnrum som spinns upp av (1,0,1,2)" och
(4,2,6,10)T vilket inte &r identiskt med det rum som spanns upp
av (1,0,0,0)7 och (4,2,0,0)%.

12.6

En bas i kolonnrummet utgdrs av (1,1,0) 7 och (3,4,1). En bas i radrummet
urgérs av (0,1,2,3,4) och (0,0,0,1,2). Vektorerna (1,0,0,0,0)”, (0,~2,1,0,0)",
(0,2,0,—2,1)T utgdr en basi N(A). En basi A:s vansternollrum ges av (1,-1,1).

12.7

Om vi betecknar matriserna fér FoG och GoF med A respektive B sa giller att

(2 0 2 0 0 ) (00 2 0 0 )
06 0 -6 0 00 0 -6 0
A=l 0 0 12 0 -12|ochB=[0 0 2 0 -I2
00 0 20 0 00 0 6 0
L0 0 0 0 30 \0 0 0 0 12 )

. o %X
O A CALTIS

—Bada-avbildningarna-dr-surjektiva. Endast F o G dr injektiv.
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BILAGA C SVAR OCH ANVISNINGAR TILL UPPGIFTERNA

15.2
En ortonormerad bas i planet ges av qf = (1/v/2,1/v/2,0) och ¢7 -
(~1/v/6,1/7/6,2/\/6). Projektionsmatrisen ges av

2/3 13 -1/3
P=| 1/3 2/3 1/3
-1/3 1/3  2/3

Nollrummet till matrisen P spanns upp av (1, — 1,1).

15.3

q, = (1/3.2/3, -2/3)", q, = (2/3,1/3,2/3)7, q5 = (~2/3,2/3,1/3). A:s vin-
sternollrum. Losningen till minsta kvadratproblemet r x, = 2 och x; = 1.

15.4

1 1
qa(x) = TV

X 3
q2(x) T \/;x

“»:_—5”: 485(2 1)’

x% - 2% /175 3
5 3
X s e ol — X ——=X1.

1l

11

q3(x)
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